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RESUMO

Na atualidade, a crescente busca por economia e a aplicagdo de materiais mais resistentes
levam a concepgdo de estruturas mais flexiveis. Este trabalho tem por objetivos realizar a
analise estatica de sistemas estruturais planos (viga e pértico) com comportamento nao linear
geométrico e comparar diferentes modelos de viga-coluna baseados na teoria de viga de
Timoshenko. As estruturas sao discretizadas com a formulagdo corrotacional do Método dos
Elementos Finitos. A solugdo aproximada do problema estrutural ¢ obtida por meio de um
procedimento incremental e iterativo com ordem de convergéncia cubica. Testes numéricos
de problemas de viga e de porticos encontrados na literatura sdo efetuados com o programa
livre Scilab. As formulagdes dos modelos sao comparadas a partir das trajetérias de equilibrio
com pontos limites obtidas com a técnica de continuagdo Norma Minima dos Deslocamentos
Residuais. Este trabalho mostra que a consideracdo da deformagdo de cisalhamento pode
ocasionar deformagdes maiores na estrutura para niveis menores de carga, quando hé grandes

deslocamentos na mesma.

Palavras-chave: Analise Nao Linear; Deformacdo de Cisalhamento; Deslocamentos

Residuais; Potra-Ptak; Formulagao Corrotacional.



ABSTRACT

Currently, the growing search for economy and the application of more resistant materials
lead to the design of more flexible structures. This work aims to perform the static analysis of
plane structural systems (beam and frame) with geometric nonlinear behavior and to compare
different beam-column models based on Timoshenko's beam theory. The structures are
discretized with the co-rotational formulation of the Finite Element Method. The approximate
solution of the structural problem is obtained through an incremental and iterative procedure
with order of cubic convergence. Numerical tests of beam and frames problems found in the
literature are performed with the Scilab free software. The model formulations are compared
from the equilibrium paths with limit points obtained with the Minimum Standard for
Residual Displacements path-following technique. This work shows that considering the
shear deformation can cause greater deformations in the structure for lower levels of load,

when there are large displacements in the structure.

Keywords: Nonlinear Analysis; Shear Strain; Residual Displacements; Potra-Ptak; Co-

Rotational Formulation.
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1 INTRODUCAO

Desde as ultimas décadas, vive-se a cada dia uma verdadeira revolugdo na area da
tecnologia e da informatica. Isso trouxe e continua trazendo enormes avangos para a
sociedade, como a fabricagdo de processadores cada vez mais velozes, o aumento da
capacidade de armazenamento de dados e o desenvolvimento de sistemas computacionais
cada vez mais robustos. Como consequéncia, tais avangos influenciam a engenharia estrutural
de forma direta e significativa na maneira de projetar, calcular e analisar estruturas
(KIMURA, 2018).

Um dos principais objetivos da Engenharia Estrutural ¢ tornar os sistemas estruturais
mais econdmicos, por meio da redugdo do seu peso e do consumo de materiais, sem, no
entanto, diminuir a sua seguran¢a e durabilidade. Nesse contexto, Von Paraski (2012) afirma
que varios pesquisadores tém se dedicado e direcionado suas pesquisas para o
desenvolvimento de metodologias melhores e mais eficientes para uma analise ndo linear de
sistemas estruturais, que apresente resultados cada vez mais confidveis e condizentes com a

realidade.

Figura 1.1 - Shanghai World Financial Tower visto de cima e seu modelo computacional
para analise estrutural

Fonte: Architizer (2021) e Lee (2007)
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As analises nao lineares de estruturas vém sendo consideradas um paradigma nos dias
atuais, influenciando de forma significativa a evolu¢ao dos modelos estruturais usualmente
empregados no célculo dos edificios. Segundo Silva (2011), isto ocorre devido aos grandes
avancos dos materiais e recursos computacionais empregados na engenharia, os quais t€ém
possibilitado a constru¢ao de estruturas cada vez mais altas, esbeltas e flexiveis, solicitadas
por diversos tipos de carregamentos, como o edificio da Figura 1.1. Deste modo, as estruturas
ficam sujeitas a grandes mudangas de forma e seu material pode vir a trabalhar em condic¢des
nas quais as formulas da elasticidade linear ndo mais se aplicam.

Além disso, os sistemas computacionais atuais destinados ao calculo de estruturas
oferecem inimeros tipos de analises ndo lineares, tornando assim fundamental que o
Engenheiro Estrutural tenha nog¢des, mesmo que basicas, da influéncia dos seus efeitos nos
resultados obtidos no processamento (KIMURA, 2018).

Héa dois tipos basicos de comportamento ndo linear que ocorrem em analises
estruturais. O primeiro ¢ a ndo linearidade fisica, causada por um comportamento nao linear,
pléstico ou viscoso das propriedades do material que compde a estrutura. O segundo tipo ¢ a
ndo linearidade geométrica, que ocorre quando as deformagdes na estrutura sao
suficientemente grandes para causar mudancgas significativas nela, de modo que as equagdes
de equilibrio sejam formuladas na configuracdo deformada da estrutura. A andlise ndo linear
geométrica serd o foco do presente trabalho.

Quanto mais esbelto ¢ um elemento estrutural, mais importante se torna a nao
linearidade geométrica, o que origina varios fendmenos que nao sdo encontrados em sistemas
lineares. Segundo Rocha (2000), esses fendmenos incluem a existéncia de multiplas
configuragdes de equilibrio (estaveis e instaveis) e de pontos criticos (pontos limites e de
bifurcagdo) ao longo do caminho nao linear de equilibrio, onde a estrutura pode exibir saltos
dinamicos. A presenca da ndo linearidade exige o desenvolvimento de técnicas de célculo
mais sofisticadas e um conhecimento cada vez mais profundo do comportamento estrutural.

Para viabilizar essas andlises, ¢ de fundamental importancia o conhecimento de
metodologias de solugdo numérica, bem como dos detalhes da implementagdo computacional
de todas as etapas do processo de andlise estrutural. A andlise da estabilidade de elementos
estruturais esbeltos por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF) envolve a solugdo de
um sistema de equagdes algébricas nao lineares, e em analises ndo lineares o sistema nao pode
ser resolvido diretamente, tornando-se necessario o emprego de técnicas iterativas baseadas

em solugdes sucessivas de sistemas lineares, até que a convergéncia seja alcangada.
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Resumidamente, existem duas classes de métodos de solucao desse tipo de sistema de
equagoes: a primeira classe baseia-se na adaptacdo computacional do método de perturbacao
desenvolvido por Koiter (1970), e a segunda consiste nos métodos que buscam resolver as
equacdes nao lineares passo a passo, como os métodos puramente incrementais ou
incrementais-iterativos (VON PARASKI, 2012).

Somente por meio do profundo entendimento desses métodos de solucao e do codigo
de programacdo implementado sera possivel criar rotinas cada vez melhores que encontrem
solugdes mais proximas da realidade em menos tempo e com menor custo computacional.

Esta pesquisa sera focada na analise do sistema estrutural do tipo portico plano, que ¢é
definido como um modelo estrutural plano de uma estrutura tridimensional e que pode
corresponder a uma parcela da estrutura ou pode representar uma simplificacio do
comportamento tridimensional. Modelos estruturais desse tipo estdo contidos em um plano e
as solicitagdes externas (cargas) também estdo contidas nesse plano. Isso inclui forcas com
componentes nas direcdes dos eixos X ¢ Y e momentos em torno do eixo Z (eixo saindo do
plano) (MARTHA, 2017).

As analises de flambagem e poés-flambagem de porticos sdo importantes em um
projeto de estruturas, em particular para estruturas eldsticas esbeltas. Em estruturas
aporticadas, a analise de vigas e colunas como membros independentes pode conduzir a
resultados errdoneos quando se considera grandes deslocamentos (GALVAO; GONCALVES;
SILVEIRA, 2005).

Ademais, as estruturas contemporaneas de ago invariavelmente contém uma enorme
quantidade de membros esbeltos, 0 que as torna propensas a efeitos de instabilidade em
decorréncia da nao linearidade geométrica. O efeito dessa ndo linearidade fica relevante nos
membros sujeitos a esforgos axiais de compressao e contribui para a diminui¢dao da rigidez
estrutural, aumentando, assim, a deformagao do sistema (IU; BRADFORD, 2012).

De maneira geral, a andlise do comportamento de elementos estruturais ¢ realizada
com base na teoria classica de viga de Euler-Bernoulli, na qual as segdes transversais
permanecem planas e perpendiculares a linha neutra ap6s a deformagdo. No entanto, essa
teoria ndao considera os efeitos da deformacao de cisalhamento nas se¢des (SILVA et al.,
2018).

A teoria de viga de Timoshenko, por outro lado, emprega uma representacdo mais
precisa da flexdo da viga, a qual permite a inclusdo da deformacao de cisalhamento. A secao

transversal inicialmente normal ao eixo longitudinal da viga permanece plana, mas nao
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necessariamente normal a esse eixo apos a deformagdo. Essa teoria, portanto, ¢ mais adequada
para a analise de vigas espessas (KIEN, 2004; ONYIA; ROWLAND-LATO, 2018;
RODRIGUES; BURGOS; MARTHA, 2019).

Com base nesses fatos, inimeros esforgos tém sido realizados a fim de criar modelos
de Elementos Finitos que incluam os efeitos da deformacao de cisalhamento para a analise
ndo linear de vigas e de porticos. Ha varias pesquisas que tratam acerca da analise de
estruturas com a teoria de viga de Timoshenko. Edem (2006) propos um elemento finito de
viga de Timoshenko com dois nés. Uma relacdo entre a rotagdo de flexdo e a rotagdo de
cisalhamento foi obtida usando fung¢des de forma interdependentes.

Jafari, Vahdani e Rahimian (2010) apresentaram uma matriz de flexibilidade
consistente para um elemento de viga-coluna baseado na viga de Timoshenko para grandes
deslocamentos. Kien (2012) aplicou a formulacdo corrotacional de um elemento de viga
Timoshenko para analise em grandes deslocamentos de vigas e de pdrticos planos.

Tang, Zhou e Chan (2015) desenvolveram um elemento de viga-coluna 2D ndo linear
que considera a deformagao por cisalhamento. Silva, Gutiérrez e Oliveira (2016) descreveram
um modelo de elemento finito de viga unificado que ndo apresenta bloqueio por deformacao a
corte e engloba as teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

Freund e Karakog (2016) propuseram um modelo de viga de Timoshenko o qual leva
em conta o empenamento da se¢do transversal. Esse modelo ¢ uma extensdo da teoria de
Saint-Venant para tor¢do uniforme de vigas com carregamentos genéricos.

Gan, Huong e Kien (2017) realizaram anélises de pos-flambagem de vigas e porticos
planos com elementos de viga baseados na teoria de viga de Timoshenko no contexto da
formulagao corrotacional.

Wong; Sulistio e Syamsoeyadi (2018) fizeram um aprimoramento do Método dos
Elementos Finitos com funcdes de interpolacdo de Kriging para as andlises estitica e
dindmica de flambagem com vigas de Timoshenko.

Tang et al. (2019) propuseram um elemento de viga-coluna o qual permite o efeito P-9
local e a deformagdo por cisalhamento para analise de segunda ordem. Tang et al. (2021)
apresentaram uma formulag¢do corrotacional consistente para elementos bidimensionais de
viga-coluna de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Verificaram que os momentos nodais
equivalentes sdo afetados pela mudanga geométrica do elemento e, consequentemente,

contribuem na matriz de rigidez geométrica.
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Souza et al. (2021) apresentaram um modelo numérico-computacional para porticos
com comportamento geométrico ndo linear, considerando a formulacao corrotacional de

Elementos Finitos e as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

1.1 JUSTIFICATIVA

A andlise ndo linear das estruturas ¢ essencial para a concepgdo de estruturas
aporticadas mais esbeltas, flexiveis e eficientes, sem comprometer sua seguranga e qualidade
final. Além disso, esse tipo de analise ¢ fundamental para o estudo de ligagdes estruturais
semirrigidas, estruturas proximas ao colapso devido a grandes modificacdes fisicas e em sua
geometria, e consequente perda de linearidade na tensdo-deformacdao (LACERDA, 2014).

H4 uma tendéncia crescente das normas atuais de se incorporar, direta ou
indiretamente, os efeitos das ndo linearidades nos projetos. No entanto, varias normas de
projeto, mesmo que sugerindo o uso de andlises ndo lineares, ainda apresentam
inconsisténcias no sentido de estabelecer uma conexao entre as etapas de analise e a de
projeto estrutural (SANTOS et al. 2012).

Além disso, a analise do comportamento de elementos estruturais ¢ realizada, em
geral, com base na teoria classica de viga de Euler-Bernoulli, na qual as se¢des transversais
permanecem planas e perpendiculares ao eixo neutro apos a deformagdo, desconsiderando os
efeitos da deformacdo de cisalhamento nas se¢des. Em contrapartida, a teoria de viga de
Timoshenko utiliza uma representacdo mais precisa da flexdo da viga, o que permite a
inclusdo da deformagdo de cisalhamento. Muitos trabalhos tém sido realizados com o objetivo
de criar modelos de Elementos Finitos baseados nesta teoria de viga e, assim, considerar os
efeitos da deformagdo de cisalhamento para a analise nao linear de vigas e porticos.

Portanto, percebe-se a necessidade de realizagdo de pesquisas com implementacgdo
computacional que investiguem de forma mais aprofundada os avangos dos métodos nessa
area e busquem resultados cada vez mais condizentes com a realidade, com a finalidade de se
obter maior precisdo e seguranca em projetos envolvendo estruturas altamente deformaveis,
como ¢ o caso das estruturas de aco, por exemplo.

Em adigdo, esta pesquisa contribui na busca de estruturas mais econdmicas, resultantes
de um projeto mais coerente e seguro, incorporando em sua etapa de analise estrutural os

efeitos da ndo linearidade geométrica em viga e porticos planos.
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho ¢ o desenvolvimento e a implementacao de um codigo
computacional em ambiente Scilab para a analise estatica de sistemas estruturais planos (viga
e portico) com comportamento ndo linear geométrico e comparar diferentes modelos de viga-
coluna fundamentados na teoria de viga de Timoshenko.

Para isso, os seguintes objetivos especificos sao definidos:

a) Implementar o modelo de elemento de viga-coluna bidimensional baseado na
teoria de viga de Euler-Bernoulli desenvolvida por Crisfield (1991) e Yaw (2009),
cuja formulagdo ¢ descrita no contexto corrotacional do Método dos Elementos
Finitos;

b)  Implementar os modelos de elementos de viga-coluna bidimensionais baseados
na teoria de viga de Timoshenko propostos por Battini (2002), Kien (2012), e Tang,
Zhou e Chan (2015), cujas formulagdes sdao também descritas no contexto
corrotacional do Método dos Elementos Finitos;

c)  Adaptar ao problema estrutural o método iterativo de Potra-Ptak para a solucao
de sistemas de equagdes ndo lineares encontrados na literatura, em um
procedimento incremental e combinando-o a técnica de continuagdo Norma
Minima dos Deslocamentos Residuais (Chan, 1988);

d) Realizar andlises estaticas ndo lineares de problemas de viga e pérticos planos
ja consagrados na literatura, obtendo-se a trajetoria de equilibrio com pontos limites
de forca e de deslocamento;

e) Comparar os modelos implementados de viga-coluna baseados na teoria de
Timoshenko entre si € com o modelo de viga-coluna cldssico de Euler-Bernoulli e
analisar os resultados numéricos, com o intuito de verificar a eficiéncia e as

limitagdes do cddigo computacional implementado.

1.3 METODOLOGIA

A realizacdo deste trabalho se iniciard com a aquisi¢do dos subsidios tedricos que
possibilitem o desenvolvimento e implementacao de codigos computacionais, a interpretagcao
dos resultados e a consciente tomada de decisdes sobre as analises numéricas. Dentre os
principais assuntos a serem estudados, encontram-se: o método corrotacional dos Elementos

Finitos, andlise ndo linear de estruturas, métodos numéricos para a solucdo de sistemas de
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equagoes nao lineares, técnicas de continuacdo, teorias de viga de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko e programacao em ambiente Scilab.

ApOds essa preparacdo tedrica, sera realizada uma extensa revisdo de literatura que
englobe todos os assuntos relacionados ao problema da pesquisa. Em seguida, serd iniciada a
implementagdo computacional do elemento de poértico plano em ambiente Scilab. Serdo
implementados os modelos de viga-coluna fundamentados na teoria de viga de Euler-
Bernoulli (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009) e de Timoshenko (BATTINI, 2002; KIEN, 2012;
TANG; ZHOU; CHAN, 2015) baseados na formulacao corrotacional de Elementos Finitos.

Problemas de viga e porticos planos com ndo linearidade geométrica encontrados na
literatura serdo analisados comparando-se as duas teorias de viga. Nessas andlises sera
utilizado o procedimento incremental e iterativo de Potra-Ptak, método alternativo ao
procedimento classico de Newton-Raphson, associado a técnica de continuacdo Norma
Minima dos Deslocamentos Residuais. O algoritmo devera ser capaz de tragar a trajetdria de
equilibrio completa da estrutura com pontos limites de forca e de deslocamento.

Por fim, a redagdo da dissertagdo sera concluida para a subsequente a defesa. Além

disso, os resultados obtidos da pesquisa serdo submetidos a periddicos da area.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho estd estruturado em sete capitulos. No Capitulo 1 realiza-se uma
introducdo do tema a fim de contextualizar o problema. Além disso, aborda-se as
justificativas, o objetivo geral, especificos e a metodologia aplicada para o desenvolvimento
do trabalho.

O Capitulo 2 apresenta uma visao geral dos conceitos fundamentais da analise nao
linear de estruturas, tais como a trajetoria de equilibrio, tipos de ndo linearidade e medidas de
deformacao.

No Capitulo 3 sdo apresentados os modelos de viga-coluna bidimensionais
fundamentados nas teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, sendo as formulagdes
descritas no contexto corrotacional do Método dos Elementos Finitos.

O Capitulo 4 aborda os métodos numéricos para a resolucdo de sistemas de equacdes
ndo lineares que ocorrem na analise ndo linear de estruturas, como também técnicas de
continuagdo para tracar a trajetdria de equilibrio completa.

O Capitulo 5 apresenta exemplos numéricos de estruturas planas com comportamento

ndo linear geométrico implementados com o programa Scilab, a fim de realizar comparacdes
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entre diferentes modelos de viga-coluna baseados nas teorias de viga de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko.
No Capitulo 6 discute-se os resultados numéricos obtidos nos exemplos do Capitulo 5.
Por fim, no Capitulo 7 s3o apresentados a conclusdo e as sugestdes para trabalhos

futuros.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA ANALISE ESTRUTURAL NAO
LINEAR

Este capitulo apresenta alguns conceitos basicos que sdo pré-requisitos para o
entendimento da analise ndo linear de estruturas, tais como os tipos de ndo linearidade, a

trajetoria de equilibrio, descrigdes cinematicas e as principais medidas de deformacao.

2.1 ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS

A analise estrutural tem como principal objetivo determinar o comportamento de uma
estrutura quando submetida a acgdes externas, ou seja, obter tensdes, deformacdes e
deslocamentos. Deve-se determinar a resposta da estrutura de modo a verificar se as restrigdes
do projeto sdo atendidas, buscando tornar o processo de andlise o mais eficiente possivel
(LACERDA, 2014).

De acordo com Pereira (2002), a maioria das estruturas de engenharia exibem um
comportamento aproximadamente linear eldstico sob cargas de servigos. No entanto, ha
excegodes como arcos e edificios altos, e estruturas sujeitas a um escoamento localizado
prematuro ou fissuragdo, por exemplo, que apresentam um comportamento ndo linear. Antes
de atingir o seu limite de resisténcia, quase todas essas estruturas vao apresentar uma resposta
nao linear significante.

No contexto da analise estrutural, o método mais utilizado para a discretizagdo de uma
estrutura continua, seguida da obtencdo de solugdes numéricas ¢ o Método dos Elementos
Finitos, devido & sua eficiéncia e aplicabilidade (GALVAO, 2000). Esse método tem como
objetivo discretizar, ou seja, dividir um meio continuo em subdominios, chamados elementos,
interligados por pontos nodais nos quais os graus de liberdade sdo definidos.

A precisdo deste método esta diretamente ligada as condi¢des de convergéncia e ao
refinamento da malha de elementos, que em condi¢des limites tenderiam a obtengdo da
solucdo exata do problema. Isto é, quanto maior o nimero de pontos na malha, maior o
nimero de elementos, o que significa que mais refinada sera a malha e, consequentemente,
mais proxima da solugdo analitica do problema serd a resposta obtida. Por outro lado, deve-se
lembrar que a utilizacdo de uma quantidade de elementos que gere uma solugdo satisfatoria
dentro da precisao e do tempo desejados reflete automaticamente em uma notavel reducao no

custo computacional, sem prejuizos relacionados a confiabilidade dos resultados, uma vez que
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apos certo grau de precisdo, as alteracdes na resposta obtida assumem valores muito pouco
significativos (GALVAO, 2000).

Segundo Bathe (2006), na analise linear de estruturas, a formulacdo do Método dos
Elementos Finitos ¢ construida assumindo as seguintes hipoteses no modelo estrutural:

a) O material ¢ linearmente elastico;

b) Os deslocamentos nodais sdo infinitesimalmente pequenos; e

c) As condigdes de contorno ndo se modificam durante a aplica¢do das cargas.

Nesse tipo de andlise, o vetor de deslocamentos u se relaciona linearmente com o

vetor de cargas f pela Equacao (2.1):

Ku=f 2.1)

Em que K ¢ a matriz de rigidez. A principal hipdtese do comportamento linear de uma
estrutura se baseia no fato de que sua rigidez sempre se mantém inalterada durante todo o
processo de carregamento dela, independente dos deslocamentos. Logo, se as cargas
aumentarem por um fator a, ou seja, af, entdo os deslocamentos aumentam pelo mesmo fator
a, resultando em owu.

A andlise linear, que considera uma relacdo linear entre tensdes e deformagdes
(linearidade fisica) e entre deformacdes e deslocamentos (linearidade geométrica), ¢ muito
importante e muito utilizada devido a grande quantidade de situa¢des que esta compreende,
maior simplicidade de aplicagdo e ao fato de que o seu conhecimento ja se encontra bem
consolidado. No entanto, uma das dificuldades da analise linear ¢ sua incapacidade de refletir
o comportamento real de estruturas menos comuns, sob condi¢des de carregamento nao
comuns ou ainda proximas ao colapso. Nesse contexto, surge a analise nao linear fisica e
geométrica, que tem grande aplicabilidade na engenharia estrutural, pois possibilita o
conhecimento da capacidade resistente remanescente, apos a andlise ultrapassar os pontos
criticos e/ou atingir deformagdes inelasticas finitas (SILVA, 2011).

Na andlise ndo linear, a rigidez da estrutura depende dos deslocamentos e do estagio
de carregamento em que se encontra. Como a rigidez depende dos deslocamentos, e esses
deslocamentos ndo sdo conhecidos em um primeiro momento, pois sdo as incdognitas do
problema, € necessario avaliar as mudangas de rigidez da estrutura por meio de métodos
incrementais € métodos iterativos. Tais métodos serdo explicados nos proximos capitulos.

Portanto, ¢ necessario entender porque a rigidez varia, identificando quais sdo os parametros
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relacionados a essa variagdo, além de ser necessario saber quantificar essa variagao de rigidez

(ALVES FILHO, 2012).

2.2 TIPOS DE NAO LINEARIDADES

Existem dois fatores principais que geram o comportamento ndo linear de uma
estrutura @ medida que o carregamento ¢ aplicado: a alteracdo das propriedades dos materiais
que compdem a estrutura, denominada “nao linearidade fisica”, e a alteracdo da geometria da
estrutura, designada “ndo linearidade geométrica”. As analises ndo lineares estdo cada vez
mais comuns no dia a dia de um engenheiro de calculo estrutural e vdarios sistemas
computacionais disponibilizam recursos avangados neste quesito. A consideracdo das ndo
linearidades (fisica e geométrica) pode ter uma influéncia significativa no calculo dos
deslocamentos e esforgos em uma estrutura, por isso ¢ fundamental compreender cada um dos

tipos de ndo linearidades existentes.

2.2.1 Nao Linearidade Fisica

Segundo Lourengo (1999), a ndo linearidade fisica ocorre quando o comportamento
mecanico dos materiais constituintes da estrutura ndo € linear, tornando necessario o
conhecimento das leis constitutivas do material para que se possa definir um modelo a ser
utilizado na andlise computacional. Esse tipo de ndo linearidade ocorre quando o
comportamento do material da estrutura ndo permite o emprego da Lei de Hooke, tornando
necessario o conhecimento do comportamento material para que se possa definir um modelo a
ser utilizado na anélise computacional.

Materiais como o concreto e ago, por exemplo, apresentam comportamento
elastoplastico, o que gera graficos de tensdo por deformagdo nao lineares conforme mostra a
Figura 2.1. O comportamento do ago, por exemplo, ocorre quando o mesmo atinge uma
tensdao de escoamento e passa a ter um comportamento elastopléstico que pode ser perfeito ou
com encruamento. Dessa forma, a perda de capacidade resistente da estrutura durante a
analise deve ser considerada de modo que, a partir de certo valor do carregamento aplicado,
alguns elementos ou partes que a compdem perdem a capacidade de recuperar a sua forma
inicial quando descarregados, acumulando deformag¢des permanentes denominadas

deformacdes plasticas (LACERDA, 2014).
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Figura 2.1 - Leis constitutivas simplificadas para o aco e concreto

c A

Ago Concreto

Fonte: Lourenco (1999)

2.2.2 Nao Linearidade Geométrica

A ndo linearidade geométrica estd associada a uma relacdo ndo linear entre
deformagdo e deslocamento da estrutura, admitindo a considera¢do de grandes rotagdes e
translacdes do elemento, juntamente a ocorréncia de deformacdes infinitesimais (BELO,
2009).

Nesse caso, a analise estrutural ¢ realizada considerando a geometria deformada da
estrutura, o que exige calculos incrementais-iterativos mais complexos € maior custo
computacional. O método de andlise da ndo linearidade geométrica leva em consideragio a
cinematica apresentada pelo problema, sendo a formulagdo corrotacional um dos métodos a
serem empregados para a descri¢do do movimento do elemento estrutural (CUNHA, 2015).

As ndo linearidades geométricas podem ser classificadas em:

a) Pequenas deformagdes, mas grandes deslocamentos ou rotagdes

Este primeiro caso ocorre, em geral, em arcos, molas, barras de treliga, placas e cascas
finas. De acordo com Borst et al. (2012), € possivel uma viga apresentar pequena deformagao
e grande deslocamento, como mostra a Figura 2.2. Ao aumentar sua rigidez EI, pode-se obter
uma deformacdo arbitrariamente pequena nesta viga. No entanto, ao aumentar seu

comprimento L, pode-se obter deslocamentos eventualmente grandes na mesma viga.
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Figura 2.2 - Viga engastada de rigidez EI e comprimento L
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Fonte: adaptado de Lacerda (2014)

b) Grandes deformagdes

Na maioria dos casos, pode-se considerar como grande deformacdo quando a mesma
supera o valor de 5%. Este tipo de ndo linearidade ocorre na formagdo de metais e em
materiais de borracha. Por ser grande a deformacgao, essa ndo linearidade gera muitas vezes
ndo linearidade fisica também.

O conceito de grande e pequeno ¢, naturalmente, impreciso. Alguns autores preferem
utilizar os termos deformacdo infinitesimal para se referir a pequena deformacdo e

deformacao finita para grande deformacdo (LACERDA, 2014).

2.3 TRAJETORIA DE EQUILIBRIO

Para se realizar uma analise ndo linear estatica de uma estrutura, utiliza-se comumente
um grafico que relaciona carga e deslocamento, composto por unidade de deslocamento ou
rotacdo no eixo das abscissas e unidade de carga no eixo das ordenadas. Este grafico,
apresentado na Figura 2.3, ¢ conhecido como trajetéria de equilibrio ou caminho de

equilibrio.

Figura 2.3 - Trajetoria de Equilibrio

Carga

Trajetoria de Equilibrio ou
Caminho de Equilibrio

Deslocamento
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Cada um dos pontos que formam essa trajetoria representa uma possivel posicao de
equilibrio da estrutura a medida em que ela ¢ carregada, e sio denominados pontos de
equilibrio. Por meio da trajetoria de equilibrio, ¢ possivel identificar e ilustrar muitos
conceitos-chave relacionados a fisica, matemdtica ou computacdo. Um bom exemplo ¢ o
conceito de ponto critico, que esta diretamente ligado a instabilidade da estrutura em analise
nao linear. Dentre os tipos de pontos criticos que podem ser identificados em uma trajetéria
de equilibrio, podem-se citar (FELIPPA, 2001):

e Ponto limite: ¢ um ponto em que se pode tracar uma reta tangente horizontal, ou seja,
paralela a abscissa, podendo ser um ponto de maximo ou minimo na trajetéria de
equilibrio, o qual indica a perda de rigidez total da estrutura;

e Ponto de viragem (furning point): ¢ um ponto em que se pode tragcar uma reta tangente
vertical, ou seja, paralela a ordenada, o qual indica mudanca no sentido de
deslocamento da estrutura;

e Ponto de falha: localizado ao final da trajetéria de equilibrio e indica o colapso da
estrutura;

Existem também outros pontos criticos na trajetéria de equilibrio, como o ponto de
bifurcacdo, no qual duas ou mais trajetérias de equilibrio se cruzam. A identificagdo desses
pontos ¢ muito importante para um projeto de engenharia, pois a estrutura pode se tornar
instavel ao atingir esses pontos (LACERDA, 2014).

Na Figura 2.4 ¢ possivel visualizar os pontos limite (L), pontos de bifurcacao (B),
pontos de viragem (V) e pontos de falha (F). Além disso, a Figura 2.4 (a) ilustra o fendmeno
de snap-through, conhecido também como salto de deslocamento, cuja principal caracteristica
¢ o salto repentino entre dois pontos limite com a tangente de rigidez tornando-se negativa e a
estrutura torna-se instavel. A Figura 2.4 (b) ilustra o fendmeno de snap-back, conhecido
também como salto de for¢a, que ¢ uma forma amplificada do snap-through e provoca uma
grande mudanga na curva da trajetoria de equilibrio. Por fim, a Figura 2.4 (c) ilustra o
fendmeno de bifurcacdo, que as vezes ¢ chamado de flambagem, e marca o cruzamento de

duas trajetorias de equilibrio.
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Figura 2.4 - Pontos criticos e fendmenos na trajetoria de equilibrio: (a) snap-through, (b)
snap-back e (c) bifurcacgiao
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Autor: Lacerda (2014)

2.4 DESCRICOES CINEMATICAS

No contexto da andlise ndo linear geométrica utilizando o método dos elementos
finitos, usualmente classificam-se as formulacdes matematicas em lagrangiana e euleriana
com relacdo a descricdo do movimento de um elemento. Na descri¢do lagrangiana, também
chama de descricdo material, avalia-se o comportamento de uma particula, ou ponto material,
quando esta se move no espaco. Por outro lado, na descri¢do euleriana, ou espacial, descreve-
se 0 que acontece a um ponto fixo do espago com o passar do tempo (HOLZAPFEL, 2000).

Desta forma, na descri¢cdo lagrangiana todo o comportamento do solido € especificado
em uma configuracdo prévia a sua mudanga de configuracdo. Assim, sabendo a configuragdo
tomada como referéncia, qualquer configuragdo posterior do corpo ¢ obtida em relagdo aquela
onde este estava. Enquanto que na descricao euleriana o comportamento ¢ especificado na sua
configuragdo atual e, desse modo, ndo esta associado a localizacao inicial do corpo, mas onde
este realmente se encontra. Esta descri¢do ¢ bastante vantajosa no estudo da mecanica dos
fluidos, por exemplo, pois nela ¢ descrita uma regido de andlise e, portanto, ndo € preciso
acompanhar o movimento de cada ponto material especifico. Esta também pode ser utilizada
para modelagem de solidos com o método dos elementos finitos, no entanto, ao se verificar a
quantidade de trabalho presentes na literatura, conclui-se que a descri¢do euleriana é preterida

pela comunidade cientifica em favor da descrigdo lagrangiana (SIQUEIRA, 2016).
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As formulagdes lagrangianas utilizadas em elementos finitos sdo geralmente
classificadas em: descrigdo lagrangiana total (LT), descricdo lagrangiana atualizada (LA) e
descri¢do corrotacional (CR). A diferenca entre essas descrigdes cinemadticas se da pela
escolha da configuracdo de referéncia (MENIN, 2006).

Portanto, os métodos de andlise estrutural que consideram a nao linearidade
geométrica tem como objetivo estabelecer o equilibrio da estrutura em sua configuragdo
deformada, causada pela consideracdo de grandes deslocamentos e rotagdes. Observa-se,
portanto, a necessidade de se realizar um estudo cinemdtico do sistema visando a
considera¢do e/ou determinagdo do movimento do elemento estrutural até atingir a sua
posicao de equilibrio (CUNHA, 2015).

Para a defini¢do ¢ diferenciagdo das descricdes cinematicas citadas, considera-se o
exemplo ilustrado pela Figura 2.5. O elemento estrutural ab, em sua configuracdo inicial
(configuracao 0, descarregada e indeformada), pode ser definido em termos do sistema de
coordenadas global fixo, Xy, ou em termos do sistema de coordenadas locais, xqy, no qual x,

corresponde ao eixo da barra, direcionado no sentido dos nds ag € by.

Figura 2.5 - Descri¢des cinematicas de um elemento estrutural
Xe+at

bt+At

Ye+at Configuragdo t+At

Vi

Yo

Do o

Configuragdo 0

Fonte: Cunha (2015)
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ApOs a aplicagdo gradual do carregamento, o sistema muda da configuracdo 0 para a
configuragdo t, de forma que todas as variaveis do problema ja tenham sido determinadas
nesta ultima configuragdo, estando o sistema em equilibrio. Pode-se agora estabelecer como
referéncia o elemento ab na configuracao t, utilizando o sistema de coordenadas globais ou o
novo sistema local atualizado, x;y;, com X; determinado pelos extremos do elemento na nova
configuragdo. O elemento terda mudado a sua forma e dimensdo neste processo, mas as
equagoes de equilibrio formuladas estardo satisfeitas e a posi¢ao de qualquer ponto material,
na posicao inicial py, poderd ser mapeada na nova posicao p; (CUNHA, 2015).

Tomando-se como base um estado de equilibrio conhecido em uma configuracao t, os
procedimentos incrementais-iterativos buscam determinar o proximo estado de equilibrio em

uma nova configuracdo t+At.

2.4.1 Descricao Lagrangiana Total (LT):

Na descricao lagrangiana total (LT), as equagdes do método dos elementos finitos sdo
formuladas em relacdo a uma configura¢do de referéncia fixa, que ¢, em geral, a propria
configura¢do inicial assumida pela estrutura. Dessa forma, todas as varidveis estaticas e
cinematicas no tempo t + At sdo referidas a configuracao inicial (indeformada) da estrutura,
ou seja, o elemento ab ¢ referido ao sistema X,y,, de acordo com a Figura 2.6 (MENIN,

2006).

Figura 2.6 - Descri¢dao Lagrangiana Total (LT)

XAt

bt+M

Yesar Configuragdo t+At

by

o Configuragao 0

X

Fonte: Cunha (2015)
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2.4.2 Descricao Lagrangiana Atualizada (LA):

Na descrigdo lagrangiana atualizada (LA), as equagdes do método dos elementos
finitos sao formuladas em relagdo a ultima configuragdo de equilibrio, ou seja, a configuragao
de referéncia ¢ mantida fixa durante o processo iterativo, dentro de um mesmo passo de carga.
Uma vez atingido o equilibrio, todas as tensdes e deformacgdes da estrutura passam a ser
definidas em funcdo da nova configuracao de equilibrio. Desse modo, todas as variaveis
estaticas e cinemadticas no tempo t + At sdo referidas a Ultima configuracdo de equilibrio da

estrutura, ou seja, o elemento ab ¢ referido ao sistema x,y;, como ilustra a Figura 2.7.

Figura 2.7 - Descri¢cdo Lagrangiana Atualizada (LA)

Xe+at

bt+llt

Yetae Configuragdo t+At

Configuragdo 1t

Fonte: Cunha (2015)

2.4.3 Descricao Corrotacional (CR):

Segundo Menin (2006), a descricdo cinemadtica corrotacional (CR), as equacdes do
método dos elementos finitos de cada um dos elementos sdo definidas em relagdo a dois

sistemas distintos:
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a) Uma configuracdo de base, que permanece fixa ao longa de toda a analise, que ¢
utilizada para medir os deslocamentos de corpo rigido;

b) Uma configuracdo corrotacional, que acompanha cada um dos elementos, a partir
do qual sdo obtidos, exclusivamente, os deslocamentos deformacionais, usados
posteriormente para definir as tensdes e deformagdes do elemento.

Portanto, a descri¢ao corrotacional distingue de forma explicita os movimentos de

corpo rigido e os movimentos deformacionais do elemento, como mostra a Figura 2.8.

Figura 2.8 - Descricao Corrotacional (CR)

Xevne

Movimento beiae

deformacional

C Configuragao
D deformada

Yevat Configuragdo

R co-rotacional

Apypt
Movimento de
¥ corpo rigido
Yo
Xo
bg
ay Configuragao
indeformada

X

Fonte: Cunha (2015)

De acordo com Menin (2006), a descricdo corrotacional apresenta uma série de
vantagens sobre a descri¢do lagrangiana, como a eficiéncia no tratamento de problemas
envolvendo grandes rotacdes e pequenas deformagdes, e a possibilidade de reutilizagdo de
bibliotecas de elementos finitos lineares pré-existentes em uma analise ndo linear geométrica
de estruturas. Além disso apresenta facilidade no estudo de ndo linearidades fisicas,
caracterizadas por pequenas deformacdes, juntamente com ndo linearidades geomeétricas, e
também facilidade na adaptacdo ao estudo de elementos estruturais com graus de liberdade de
rotagdo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagoes.

Por outro lado, observa-se algumas desvantagens da descri¢do corrotacional em
relagdo a descrigdo lagrangiana, pois a primeira ndo ¢ vantajosa no estudo de problemas que

envolvem grandes deformagdes plésticas e pode levar a uma matriz de rigidez tangente ndo
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simétrica para elementos com graus de liberdade de rotagdo no espago. Além disso, a
formulacao corrotacional envolve formulagdes matematicas mais complexas para a avaliagdo
dos graus de liberdade de rotacdo, sendo somente eficiente para o caso de elementos finitos
com geometria inicial simples, como elementos de treligas e vigas contendo dois nos, e
elementos de placas ou cascas contendo trés ou quatro nos. Para elementos com geometrias
mais complexas, o nivel de dificuldade aumenta consideravelmente, apesar de que os
elementos com geometria simples sdo, geralmente, os elementos utilizados com maior

frequéncia em analises estruturais com nao linearidade geométrica (MENIN, 2006).
2.5 DEFLEXAO, DESLOCAMENTO E DEFORMACAO

E de extrema importincia definir ¢ compreender a diferenca entre os conceitos de
deflexdo, deslocamento e deformacdo. Deflexdo ¢ a amplitude ou a magnitude de um
deslocamento. Deflex@o ¢ uma grandeza escalar, enquanto que deslocamento ¢ uma grandeza
vetorial. Deformagdo pode ter dois significados diferentes na lingua portuguesa: o significado
de deformation e o significado de strain (FELIPPA, 2012).

Deformacao, no sentido de deformation, significa uma transformag¢do do corpo de uma
configuragdo de referéncia para a configuragdo atual. Na lingua inglesa, o conceito de
deformation nao difere um simples movimento de corpo rigido de uma alteragdo na forma do
corpo. Por outro lado, deformag¢do no sentido de strain, significa uma medida adimensional
normalizada do deslocamento entre os pontos materiais do corpo com relacdo a uma
configuragdo ou comprimento de referéncia. Portanto, strain mede o quanto uma deformagao,
no sentido de deformation, ¢ diferente de um movimento de corpo rigido (LACERDA, 2014).

A Figura 2.9 ilustra a diferenca entre os conceitos. Enquanto na Figura 2.9 (a) tem-se
um movimento de corpo rigido, na Figura 2.9 (b) tem-se um movimento que ndo ¢ de corpo
rigido, pois o corpo apresenta mudanca de forma. Ambos os movimentos se enquadram na
defini¢do de deformation (mudanga de configuracao), no entanto a medida de strain no corpo

da Figura 2.9 (a) é nula e na Figura 2.9 (b) ¢ diferente de zero.
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Figura 2.9 - Movimento de um corpo rigido em (a) e movimento com alteracao na forma
do corpo em (b). Nos dois casos tem-se deformation, mas com medida de strain nula em
(a) e diferente de zero em (b)

YA

(a) (b)
Fonte: Lacerda (2014)

2.6 MEDIDAS DE DEFORMACAO UNIDIMENSIONAL

A deformagdo de uma barra ¢ caracterizada por um deslocamento u como ilustra a
Figura 2.10. Seja L, o comprimento inicial (antes da deformacdo) da barra e L o seu

comprimento final apds a deformacao, tal que u = L — L.

Figura 2.10 - Deformacéo na barra

Ly u

A

A

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014)

Existem varias medidas de deformacao que podem ser apropriadas para a andlise ndo

linear de porticos. Em seguida serdo apresentadas algumas delas.
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2.6.1 Deformacio de engenharia

A deformagao de engenharia ou deformacao de Cauchy ¢ a medida de deformacao

mais simples dentre as outras, ¢ ¢ dada por:

(2.2)

Observa-se que a deformacdo de engenharia mede a deformacdo mesmo que a barra

tenha sofrido uma grande rota¢do na dire¢do de €.
2.6.2 Deformacao de Green

A deformacao de Green ¢ particularmente adequada para a andlise de estruturas com
grandes deslocamentos, porém com pequenas deformagdes. A partir da deformacdo de

engenharia (gg), pode-se reescreve-la da seguinte forma:

Lo  Lo(L+Ly)  IL2(2+¢p)

ep = (2.3)

No caso de a deformacgdo ser pequena, tem-se que €g = 0. Desprezando e tem-se,

entdo, a deformacao de Green (&), dada por:

£g = Y-lo (2.4)
212

A relacdo entre as deformagdes de Green e de engenharia ¢ definida por:

€ = €g (1 + S—) (2.5)
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2.6.3 Deformacao Logaritmica

A deformagdo logaritmica ¢ a medida mais adequada para grandes deformacgoes, tal
qual ocorre em materiais semelhantes a borracha, por exemplo. E também conhecida como
deformagdo natural, deformagdo verdadeira ou deformagdo de Hencky. Essa medida de
deformagdo baseia-se na soma de todos os incrementos infinitesimais de deformagdo que
ocorrem durante o alongamento da barra desde o comprimento inicial L, até o final L. O

incremento infinitesimal de deformacao ¢ dado por:
de = — (2.6)

A deformacao logaritmica ¢ definida pela integragao desse incremento:

L

g, = | de= lnL— 2.7)
Lo 0

A relagdo entre as deformacdes logaritmica e a de engenharia ¢ dada por:
€L = In (1 + EE) (28)

A relagdo entre as deformagdes logaritmicas e a de Green ¢ dada por:
1
gL = Eln (1 + ZEG) (29)

A deformacdo logaritmica pode ser generalizada para mais de uma dimensdo, no
entanto essa generalizagdo ¢ complexa e de alto custo computacional (BONET; WOOD,

2008).
2.6.4 Deformaciao de Almansi

A deformacdo de Almansi ou deformacao de Euler-Almansi € expressa por:
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LZ _ LZ
€ = TZO (2.10)

Sua concepgdo ¢ similar a deformagdo de Green, exceto que a primeira tem como
referéncia a configuragdo deformada (descricdo euleriana) e a segunda tem como referéncia a

configuragdo inicial (descri¢ao lagrangiana).
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3 FORMULACAO CORROTACIONAL DO ELEMENTO DE VIGA-
COLUNA 2D

Neste capitulo sdo apresentados os modelos de viga-coluna bidimensionais descritas
no contexto corrotacional do Método dos Elementos Finitos que foram utilizados neste
trabalho. Além disso, as formulagdes desses modelos sao fundamentadas nas teorias de viga

de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.
3.1 GENERALIDADES SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Segundo Galvao (2000), dentro da analise estrutural, o método mais utilizado para a
discretizagdo de um problema continuo e posterior obtencao de solugdes numéricas € o
Método dos Elementos Finitos, gragas a sua eficiéncia e aplicabilidade. O método consiste em
dividir o meio continuo em subdominios, também chamados elementos, interligados por
pontos nodais cujos graus de liberdade sao definidos.

A precisdo deste método estd diretamente ligada as condi¢des de convergéncia e ao
refinamento da malha, que em seu limite tenderia a obtencao da solugdo exata do problema.
Ou seja, quanto maior o nimero de nds na malha, maior o nimero de elementos, logo mais
refinada estard a malha e, portanto, mais proxima da solugdo analitica do problema serd a
resposta obtida. Entretanto, deve-se ressaltar que a utilizagdo de uma quantidade de elementos
que gera uma solucdo satisfatéria dentro de certa precisdo desejada e do tempo esperado
influenciam diretamente em uma redugdo consideravel no custo computacional, sem prejuizos
na confiabilidade dos resultados. Isso ocorre porque apds certo grau de precisdo, as alteragdes
na resposta obtida assumem valores muito pouco significativos (Galvao, 2000).

Segundo Rao (1999), a solug¢do geral de um problema de andlise estatica de estrutura
utilizando o Método dos Elementos Finitos pode, de forma resumida, ser dividida em seis
passos. Primeiramente, divide-se a estrutura em varios elementos e decide-se sobre o numero,
o0 tipo, o tamanho e o arranjo de cada um dos elementos. Em seguida, seleciona-se um modelo
adequado de deslocamento ou interpolagdo, assumindo-se uma solucdo adequada para os
elementos, de modo a aproximar razoavelmente a solug¢do. O terceiro passo ¢ a obtenc¢do das
matrizes de rigidez e dos vetores de carga dos elementos, utilizando-se equagdes de equilibrio
ou principios variacionais. No quarto passo, reune-se os elementos para obtengdao das

equacdes de equilibrio da estrutura, ou seja, as matrizes de rigidez de cada elemento finito sdo
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reunidas em uma Unica matriz, que descrevera o comportamento global da estrutura. O quinto
passo € o da modificacao das equacdes de equilibrio, considerando as condi¢des de contorno
do problema, e solugdo dos deslocamentos desconhecidos. Por fim, no sexto passo calcula-se
as tensdes e deformacgdes nos elementos, a partir dos deslocamentos nodais e das matrizes de
rigidez obtidos.

No contexto da andlise ndo linear geométrica utilizando o Método dos Elementos
Finitos, existem duas formulagdes comumente utilizadas: a formula¢do corrotacional e a
formulagdo posicional de elementos finitos. A formulagdo posicional foi desenvolvida
originalmente por Coda (2003), a qual difere do Método dos Elementos Finitos padrdo para
solidos no sentido que o método padrdo possui como incognitas os deslocamentos nodais,
enquanto no método posicional as incognitas sdo as posi¢des nodais (GRECO; VENTURIN,
2006).

Por outro lado, na formulagdo corrotacional as equagdes do MEF de cada um dos
elementos sdo definidas em relacdo a dois sistemas distintos: uma configuracao de base, que
permanece fixa ao longo de toda a andlise, sendo utilizada para medir os deslocamentos de
corpo rigido, ¢ uma configura¢do corrotacional que acompanha cada um dos elementos, a
partir da qual sdo obtidos, de forma exclusiva, os deslocamentos deformacionais, em fungao

dos quais sdo definidas as tensdes e deformacdes (MENIN, 2006).

3.2 TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

Na andlise de estruturas, existem mais de uma teoria para descrever o comportamento
de vigas, sendo as duas principais a de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko. Cada uma dessas
teorias estabelece algumas hipoteses a fim de criar um modelo matematico que descreva esse
fendmeno fisico.

A teoria mais comumente usada ¢ a de Euler-Bernoulli, que admite que, para pequenas
deformacdes, as segdes transversais de uma viga permanecem planas e perpendiculares a linha
neutra. Esta consideragdo exige que a deformagdo do material imposta pelas tensdes
cisalhantes sejam desprezadas, de modo a considerar que a deformacdo da viga seja
provocada somente pela ocorréncia do momento fletor. Tal hipotese torna-se invéalida no caso
de grandes deformagdes e deslocamentos (DA SILVA, 2019).

Na teoria de viga de Timoshenko, a deformacdo cisalhante na se¢do transversal da

barra ¢ levada em consideracdo no processo de solu¢do do problema. Entretanto, considera-se
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que a deformagdo por cisalhamento € constante ao longo da secao transversal. Essa teoria de
viga pode ser aplicada em vigas com esbeltez menores (A =L/h <10, em que L é o
comprimento da viga e h ¢ a altura da secdo transversal) e seus resultados se tornam mais
relevantes @ medida que a altura da se¢ao aumenta. Considera-se que as se¢des transversais
planas e perpendiculares ao eixo neutro se mantém planas, porém nao perpendiculares ao eixo
neutro deformado (ONATE, 2013).

Segundo Silva (2019), a teoria de viga de Timoshenko pode ser considerada como a
mais precisa do ponto de vista fisico do problema, pois sua formulagdo se aproxima mais do
comportamento real da estrutura ao levar em conta o efeito do cisalhamento, que ¢
desconsiderado na teoria de viga de Bernoulli. No entanto, o coeficiente de cisalhamento,
presente na formulacdo de Timoshenko, ainda ¢ objeto de muitos estudos, como pode ser
visto em Dong et al (2010), Chan et al. (2011) e Faghidian (2017).

De acordo com Cunha (2015), a presenca do esfor¢o cortante na sec¢do transversal do
elemento e, portanto, a presenca de tensdes de cisalhamento, introduzem deformagdes
cisalhantes y, que provocam o deslizamento relativo da se¢do transversal (empenamento), o
que resulta em uma variagdo angular 3, entre a tangente a elastica da viga e o vetor n
perpendicular a se¢do transversal. Os mecanismos de deformacdo por flexdo e por

cisalhamento sdo ilustrados na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Mecanismos de deformacio: a) Euler-Bernoulli, b) Timoshenko

Fonte: Cunha (2015)

A Figura 3.1b ilustra o mecanismo de deformagdo cisalhante e mostra que a rotagao

total da se¢do transversal estd associada a rotacdo da linha elastica da viga proveniente da
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flexdo dv/dx somada a rotagdo proveniente da deformacgéo cisalhante . Portanto, dentro da

hipotese de viga de Timoshenko, a deformacao cisalhante y e a curvatura x sao dadas por:

dv

= —_—— 3.1

y=q4"9 G.1)
de

- _ 3.2

K dx (3-2)
A forga cortante € 0 momento fletor sdo entao dados por:

M = Elk (3.3)
Q = k¢isGAY (34

Considera-se que a deformacgdo cisalhante y ¢ constante ao longo de toda a se¢do
transversal. Como essa hipdtese ndo condiz com a realidade devido as condi¢des de contorno
do elemento, multiplica-se o0 mddulo de elasticidade transversal G pelo coeficiente de corregao
do cisalhamento K.

Com base nessas duas teorias de viga, apresentam-se a seguir quatro modelos de viga-
coluna bidimensionais propostos por diversos autores e que foram utilizados para o

desenvolvimento deste trabalho.

33, MODELO DE  VIGA-COLUNA DE  EULER-BERNOULLI
APRESENTADO POR CRISFIELD (1991) E YAW (2009)

A formulagdo corrotacional do elemento finito de viga-coluna com dois nds e trés
graus de liberdade por nd € descrita nesta secdo. Assume-se que ndo ha deformacdo de
cisalhamento na viga e, entdo, a secdo transversal permanece plana e normal ao eixo da
mesma, conforme a hipdtese da teoria de viga de Euler-Bernoulli. Considere o elemento de
viga-coluna em suas configuragdes inicial e atual, conforme o desenho esquematico na Figura

3.2.
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Figura 3.2 — Configuracées inicial e atual, devido as deformacoes de flexdo, do elemento
de viga-coluna

AY

Inicial

|

Fonte: adaptada de Yaw (2009)

Na configuragdo inicial, as coordenadas dos nos 1 e 2 do elemento de viga no sistema
global sdo (X4, Y;) e (X, Y,), respectivamente. O comprimento original (indeformado) L, da

viga ¢ dado pela Equacdo (3.5) (YAW, 2009):

Lo = v (Xz —X1)? + (Y2 — ;)2 (3.5)

Para o elemento de viga na sua configuragdo atual, as coordenadas nodais globais sdo
Xy +uy, Yy +vy) para 0 nd “1” e (X5 +uy, Y, +Vv,) para o n6 “2”, em que u; € o
deslocamento do né i na dire¢do X e v; ¢ o deslocamento do né i na dire¢do Y, comi=1,2. 0

comprimento atual (deformado) L ¢ (Yaw, 2009):

L=\/(X2+u2 — X1 —uw)?+ (Yo + vy =Yy —vy)? (3.6)
O vetor de deslocamentos globais p do elemento finito m ¢ dado por:

Pm=1[u Vvi 07 u; v, ez]T (3.7)
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O deslocamento axial local (u;) do elemento ¢ calculado por:
uy=L-L, (3.8)

A deformacgéo especifica € ¢ assumida constante e ¢ determinada por € = u;/Ly. A

forca axial N da viga ¢, entdo, dada por:

_ EAu1
= LO

(3.9)

na qual A ¢ a area da segdo transversal e E ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal. Usando a
analise estrutural padrdo, os momentos locais nas extremidades do elemento de viga-coluna

(M; e M,) sdo relacionados com as rotagdes nodais locais (8, e 0,), e sdo dados por

(CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

1\_/[1] ZEI 2 1 [911]
i 3.10
M, ] 02 (-10)

na qual I ¢ o momento de inércia da se¢do transversal. As rotacdes nodais locais (01 € 05))

sdao computadas por, respectivamente:

cosf senf3; — senf cosBl>
= A1
0, = arctan (cosB <05B. + senf sonp, (3.11)
cosf3 senf, — senf cos
0, = arctan( b senf, P BZ) (3.12)
cosf3 cosf, + senf senf3,

na qual B; =0; + By ¢ B, =6, + By. Os angulos 6, e 6, sdo as rotagdes nodais globais
calculadas do sistema de equagdes globais, e as expressdoes para os angulos inicial 3, e

corrente da barra 3 sdo, respectivamente:

Y-V
Bo = arctan <X2 — ) (3.13)
1
Yo+v,—Y, —vVv
B=arctan( 22 1 1) (3.14)
X2+uZ_X1_U1
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Y, —-Y;
Bo = arctan (X2 — X1) (3.15)
Y2+V2 —Yl—Vl)
B = arc an(Xz+uz—X1—u1 (3.16)

A matriz de rigidez tangente elementar K¢ ¢ determinada em fun¢do da parcela da
matriz de rigidez dependente do material Ky e da matriz de rigidez geométrica ou das tensdes

iniciais K¢, dada pela seguinte expressao (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

Kel - KM + KG (317)
na qual
Ky = BTDB (3.18)
N M; + M
K¢ = IzzT + % (rzT + zr") (3.19)

A matriz D € a matriz constitutiva dada por:

galfl O 0
D= " 0 4r? 2r? (3.20)
010 2r% 4r?
em que r = ,/I/A ¢ o raio de giracdo, os vetores z e r sdo, respectivamente:
z=[s —c 0 —-s ¢ 0] (3.21)
r=[-c —s 0 c s 0]T (3.22)

em que ¢ = cosf e s = senf. A matriz B ¢ dada por:
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—C -S 0 ¢ s 0
B=|-s/L c¢/L 1 s/L —c/L 0 (3.23)
-s/L ¢/L 0 s/L —-c/L 1

As expressoes para calcular os valores do seno e do cosseno do angulo B, denotados

por s e ¢ na Equagdo (3.23) sdo dadas por, respectivamente:

X, +u; — Xy —uy

cos(B) = 3 (3.24)
Yo +v, =Y —vVv
sen(B) = 2 2 7 L (3.25)
O vetor de forgas internas elementar Fg; ¢ determinado por:
Fq=BT[N M; M,]T (3.26)

3.4 MODELO DE VIGA-COLUNA DE TIMOSHENKO PROPOSTO POR
BATTINI (2002)

O elemento de viga-coluna de Timoshenko classico com dois nos ¢ definido com
interpolagdes lineares para os deslocamentos u e v e para a rotacdo 0 no sistema de

coordenadas locais, os quais sdo dados por, respectivamente (BATTINI, 2002):

X
= (3.27)
v=0 (3.28)
X X
0= (1 - L—O) 11+ 021 (3.29)

A curvatura k, a deformagdo de cisalhamento y e a deformacao € sdo definidas por,

respectivamente:
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WV oo (1 X)e X0 331

Y—aX = Lo 11 Lo 21 (3.31)
6u _u1 921—911>

e=o - _L_O_( > (3.32)

Para o célculo da matriz de rigidez dependente do material Km na Equacdo (3.18),

utiliza-se a seguinte matriz constitutiva D:

4EA 0 0
D=—| 0  4EI+pGAL,> —4EI+ uGAL,? (3.33)
°l 0 —4EI+ uGALy*> 4EI+ pGAL,®

em que G ¢ modulo transversal de cisalhamento e p ¢ o coeficiente de corregdo de
cisalhamento. Para o célculo da matriz de rigidez geométrica K¢ sdo utilizados os momentos

locais nas extremidades do elemento de viga M; e M, determinados pela expressio:

El 1
T (0 —63) + Z HGALy(84; + 63))
=0 (3.34)

EIl 1
L (02 —69) + 7 HGAL,(84; + 63))
0

1\711]
M,

O vetor de forgas internas elementar Fel ¢ determinado segundo a Equagao (3.26), com
os valores dos momentos M; e M, obtidos pela Equagio (3.34) e a forca normal N calculada

pela Equagdo (3.9).

3.5 MODELO DE VIGA-COLUNA DE TIMOSHENKO PROPOSTO POR
KIEN (2012)

Kien (2012) desenvolveu um elemento de viga de Timoshenko para andlise de grandes

deslocamentos de vigas e porticos planos formulados no contexto do método corrotacional. A
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expressao para um arco abatido ¢ adotada para a deformacao local. A deformagdo efetiva eq¢f

¢ escrita em termos dos deslocamentos nodais por:

ul 1 (Z)(Z + (Z))
St = YAt 02| 24

(011 — 62))? + == (2911 — 0110, + 05°) (3.35)

na qual @ ¢ dado por:

_ 12 EI 136
" Lo uGA (3.36)
Os esforgos internos do vetor de forca interna Fel sdo calculados como segue:
N = EAgcf (3.37)
v LoEA [0(2 + @) , 1
M; = 1+0)2| 12 (011 — 621)° + %(4911 — 021 | €etr t+
o2 (3.38)
LouGA
Lo(1+ 0)? [0(2+ 0)(61; — 021) + 2(264; + 03] + m(ell 021)
- LoEA [0(2 +0) 1
M= i 0)2 l 17 (021= 01)% + 25 (407 — Gll)l Eeff T
o2 (3.39)
LouGA
Lo(1+ 0)2 [0(2 + 0)(621 — 811) + 2(8 + 20;)] + m(ell 021)

Para o célculo da matriz de rigidez dependente do material Km na Equagdo (3.18),

utiliza-se a matriz constitutiva D dada por:

El ®?LouGA

D= Gt raT o

WCEAIE C, + EAL,Cs (3.40)
0

na qual



0 0 0
C, = [0 0> +20+4 —(0*+20-2) (3.41)
0 —(P*>+20-2) @*+20+4
0 0 O
C, = [0 1 1] (3.42)
0 1 1
f i3
Lo? Lo Lo
5¢2 + 100 + 8 502 + 100 + 2
= 2 —_
C3 tl + 60(1 + @)2 Eeff tltZ 60(1 + @)2 Eeff (343)
. 2 5¢% + 100 + 8
_Slm. 2 60(1 + @)2 E':eff_
t; = G011 0)? [50(2 + @) (61 — 82)) + 2(46,; — 6))] (3.44)
[50(2 + @) (62 — 04) + 2(46, — 64))] (3.45)

L2 =50+ 02

O vetor de forga interna Fe € calculado conforme a Equagdo (3.26) e a matriz de
rigidez de acordo com as Equagdes (3.17)-(3.19), utilizando a matriz D dada na Equagdo

(3.40) e os esforgos internos N, M; e M, nas Equagdes (3.37)-(3.39), respectivamente.

3.6 MODELO DE VIGA-COLUNA DE TIMOSHENKO PROPOSTO POR
TANG, ZHOU E CHAN (2015)

Tang, Zhou e Chan (2015) desenvolveram um elemento de viga-coluna com efeito de
segunda ordem e deformacdo por cisalhamento baseado na hipotese da teoria de viga de
Timoshenko. As funcdes de deslocamento transversal e de rotacdo, livres de travamento por
cisalhamento, sdo derivadas dos graus nodais de liberdade e das equagdes de equilibrio. A
deformacao axial € do elemento com a parcela da deformacao por cisalhamento ¢ calculada

CcOmo seguc:



_u + 2519112 —B,01162 + Zﬁlezl2
" Ly 30

S

em que

_1+15b+ 90b?
By = (1 + 12b)?2

_ 1+ 60b + 360b?
B, = (1 + 12b)2

EI
b=——
nGAL,

Os esforgos internos sdo determinados pelas seguintes expressoes:

2 2
N = EA ﬂ " 2B191l - 52611621 + 251621
Lo 30

i _( 4EL 4NL0)e +< 2El NLO>e

i _( 2EI NLO>e +( 4E1 | 4NLO)9

em que

_ 1+43b _1-6b
“TTF120 ST 1x 12

A matriz D simétrica ¢ dada por:

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

50
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Di; Diz Das
D= D,, Dys (3.54)
sim D33

em que

EA EA
D13 =7 D1z = 55 (48,00 = B,021). Dz
0 > (3.55)
=~ (=B,61 + 45,6
AE] 4EAu;  EAL,

— 2 2
D22 = alL_0+ 1 30 + 900 [24B1 611 - 12B1B2611621 (356)

+ (88,2 +B,*)02°]

2EI EAy EAL,

Dys = 0y — — B + [—3B,B,01° + (8B,% + B,%)61102
Lo 2 30 450 172 1 2 (3.57)
- 381829212]
4E] 4EAu; EAL,

2 2 2
LO +B1 30 + 900 [(8131 +I32 )ell 12B1B2911921 (358)

+24PB,%0,5%]

D33 = a4

Os parametros o1 € oo representam o efeito linear devido a deformagdo de
cisalhamento, enquanto que os parametros 3, ¢ 3, representam o efeito ndo linear devido a
deformacdao de cisalhamento. Se a deformacdo de cisalhamento ¢ desprezada, entdo o
parmetro b assume valor igual a zero e os correspondentes pardmetros ay, oy, B, ¢ B, ficam
iguais a um. Assim, fazendo essas consideragdes as equagdes para a matriz de rigidez e para o
vetor de forca interna recaem na hipotese de viga de Euler-Bernoulli. O vetor de for¢a interna
Fe ¢ calculado conforme a Equacdo (3.26) e a matriz de rigidez de acordo com as Equagdes
(3.17), (3.18) e (3.19), utilizando a matriz D dada nas Equacdes (3.54)-(3.58) e os esforcos
internos N, M; e M, calculados conforme as Equagdes (3.50), (3.51) e (3.52),

respectivamente.
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4 METODO DE SOLUCAO DO PROBLEMA ESTRUTURAL

O problema basico da analise nao linear ¢ encontrar a configuracao de equilibrio de
uma estrutura na posi¢do deformada que estd sob a acdo de um carregamento aplicado. O
sistema de equacdes ndo lineares que descreve o equilibrio estatico de um sistema estrutural

com nao linearidade geométrica ¢ descrito por (MAXIMIANO; SILVA; SILVEIRA, 2014):
g(w, 1) = AF; + Fie(w) = 0 (4.1)

na qual, g é o vetor de forcas desequilibradas (ou vetor de forcas residuais), Fi,¢ ¢ 0 vetor de
forcas internas, avaliado em fun¢ao do vetor de deslocamentos nodais u, e A é o parametro de
forca responsavel pelo escalonamento do vetor de forgas de referéncia F,.

O sistema dado em Equacao (4.1) tem (n + 1) incognitas, que sdo o vetor u com n
elementos e o pardmetro A, mas somente n equagdes. Assim, uma equacdo de restri¢ao
c(u,A) = 0¢ adicionada ao sistema. E justamente a forma desta equagdo de restri¢do que
distingue as varias estratégias de iteracdo, todas com o mesmo objetivo de corrigir a solugdo
incremental inicialmente proposta na etapa precedente e, assim, restaurar o equilibrio da

estrutura o mais rapido possivel.
4.1 ANALISE INCREMENTAL E ANALISE ITERATIVA

De maneira geral, na andlise ndo linear a questdo central é que a rigidez da estrutura
varia com os deslocamentos da mesma. Ou seja, a medida que o carregamento aumenta a
partir da condigdo inicial em que a estrutura se encontra indeformada, a proporcao na qual os
deslocamentos variam se modifica, aumentando, diminuindo ou permanecendo a mesma em
cada incremento de carga. Portanto, a rigidez deve ser tratada separadamente em cada um
desses incrementos (ou trechos) do carregamento. Deste modo, a previsdo desse aumento dos
deslocamentos da estrutura s6 pode ser efetuada por incrementos, por etapas, pois em cada um
desses incrementos a rigidez sera diferente. Por este motivo a analise incremental ¢ um dos
conceitos-chave da andlise ndo linear (ALVES FILHO, 2012).

Da Equagdo (4.1), como g ¢ uma fun¢do nao linear dos deslocamentos, iteragcdes para
correcdo do parametro de for¢a sdo necessarias para obter a solugdo. Assim, para uma

sequéncia do parametro de forca A, uma sequéncia do respectivo incremento de
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deslocamentos nodais u ¢ gerada. A selecdo automatica do tamanho do incremento desse
parametro (AA) € essencial e deve transmitir o grau de ndo linearidade atual do sistema
estrutural em analise. Ou seja, uma estratégia eficiente de incremento automatico de forca
deve fornecer grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear, pequenos
incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente ndo linear e ser capaz de escolher o
sinal correto para o incremento, introduzindo medidas que detectem quando pontos de
maximo e minimo sao ultrapassados (ROCHA, 2000).

Outro conceito-chave da andlise ndo linear ¢ o de andlise iterativa. Ao longo da
trajetoria de equilibrio de uma estrutura, existe o equilibrio entre as forgas internas e as forgas
externas aplicadas a cada no. As forgas internas na estrutura sdo calculadas pelo
conhecimento da geometria deformada dela e pela equacdo constitutiva que relaciona as
forcas internas e a condi¢do deformada. Portanto, em um dado incremento de carga
conhecido, propde-se uma condi¢do deformada da estrutura e, para essa condi¢do, calcula-se
as consequentes forcas internas. Verifica-se, em seguida, se essa condi¢do proposta
deformada para o incremento gera uma for¢a interna que equilibre o incremento de carga
proposto em cada n6é do modelo da estrutura. Se isso ndo ocorrer, conclui-se que a deformada
proposta ndo ¢ a verdadeira associada ao incremento de carga conhecido. Deve-se, portanto,
propor outra deformada e depois outra, até se ter sucesso na busca. Isso s6 pode ser efetuado
em um processo iterativo, utilizando estratégias numéricas adequadas (ALVES FILHO,
2012).

Neste trabalho, a solucdo da Equagdo (4.1) ¢ obtida por meio de um procedimento
incremental e iterativo com o método de Potra-Ptak, associado a técnica de continuagao

Norma Minima dos Deslocamentos Residuais, que estdo detalhados a seguir.

4.2 METODOS NUMERICOS DE NEWTON-RAPHSON E DE POTRA-
PTAK PARA A SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES NAO
LINEARES

Saffari e Mansouri (2011) afirmam que de toda a computacdo numérica, os sistemas
de equagdes ndo lineares sdo talvez os mais dificeis de resolver. Existem véarias abordagens
para encontrar solugdes. Para um problema nao linear, a solu¢do do conjunto de equagdes nao
lineares normalmente ocupa a maior parte do tempo de processamento. Como o método de

Newton-Raphson possui caracteristicas de convergéncia quadratica, ele ¢ comumente usado
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para resolver equagdes ndo lineares. Em cada etapa iterativa desse método um conjunto de
equagoes algébricas lineares € resolvido.

Varios métodos iterativos ja foram propostos para melhorar as solugdes dadas pelo
método de Newton-Raphson para equagdes ndo lineares. Entretanto, muitos desses métodos
exigem de forma muito intensa do processamento computacional, o que restringe sua
aplicacdo pratica. Nos ultimos anos, houve certo progresso na criagdo de métodos iterativos
projetados para melhorar a aplicacdo do método de Newton-Raphson e, a0 mesmo tempo, nao
exigir o célculo de segundas derivadas (matriz Hessiana) para resolver as equagdes nao
lineares. Tais métodos podem ser classificados como pertencendo a categoria de um passo ou
dois passos. No caso dos métodos de dois passos, frequentemente ocorre a combinagao do
método de Newton—Raphson com algum outro método de um passo (SAFFARI;
MANSOURI, 2011).

No método de dois passos, duas equagdes sdo usadas para encontrar a raiz aproximada
das equagdes ndo lineares. Uma equacdo delas ¢ chamada de preditora, pois fornece uma
predi¢do sobre a raiz usando a estimativa inicial. A outra equagdo ¢ chamada de corretora,
pois fornece uma correta aproximacao utilizando o valor predito pelo primeiro ponto.
Portanto, métodos de dois passos sao também chamados de métodos preditores-corretores.

O método de Newton-Raphson ¢ um dos mais importantes para o entendimento da
logica das estratégias iterativas. Aplicando-o ao sistema na Equagdo (4.1), chega-se a seguinte

expressao (BATHE, 2006):
K&-Dgu® = gk = AWF, — Fint(k—l) (4.2)

em que K=0g/0u ¢é a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural (matriz
Jacobiana) e Su® ¢ o subincremento de deslocamentos. O superindice (k-1) indica a iteragdo
anterior ¢ (k) indica a iteracdo atual. Os parametros totais de for¢a (A) e do vetor de
deslocamentos nodais (u) no passo de forga t+At e iteracdo k sdo atualizados por,

respectivamente:
AR = Ak=-1) 1 §2® (4.3)

u® = &b 4 §ud (4.4)
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Com a combinagdo das Equacgdes (4.2) e (4.3), chega-se a expressio para du®

(CRISFIELD, 1991):
su® = sul? + 52 sul (4.5)

na qual 8A® ¢ o subincremento do pardmetro de for¢a que deve ser avaliado ao longo do ciclo

iterativo, e Sug™ e du™ sdo obtidos, respectivamente, por:

8uék) — [K(k—l)]_lg(k—l) (4.6)
su® = [K&-D]|F, 4.7)

O célculo explicito de [K(k"l)]_1 pode ser evitado resolvendo-se o sistema de
equacdes lineares via decomposicdo (por exemplo, fatoragdo LU e fatoracdo de Cholesky),
visto que uma Unica fatoragdo no inicio da iteracdo é necessaria. Os parametros incrementais
do parametro de forca (AA) e do vetor de deslocamentos nodais (Au) no passo de forga t+At e

iteracdo k sdo avaliados por, respectivamente:
AN = ApKD) 4 53 () (4.8)
Au® = Au&—D 4 §u® (4.9)

Os autores Potra e Ptak (1984) desenvolveram um método iterativo de dois passos
com ordem de convergéncia cubica baseado no método de Newton-Raphson, para encontrar
uma raiz aproximada de uma fun¢ao nao linear do tipo f(x) = 0. Esse método consiste de duas
avaliagdes da funcao f(x) dada e necessita apenas do calculo de derivadas de primeira ordem
f(x). Esse método foi adaptado para o problema estrutural em Souza et al. (2018) num

procedimento incremental, cujas equagdes iterativas sao:

yk+D) = g® 4 Sugkﬂ) (4.10)
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sul™ = [K(u®)] ™" [A**VF, + g(u®,209)] 4.11)
sul™™ = [K(u®)] ™ [sA5*VF, + gy, ak+n)] (4.12)
uleD = u® 4 gul* + suf (4.13)

AGHD) = 30 4 5p{+D) (4.14)

O superindice (k + 1) nas equagdes indica a iteragdo corrente e (k) a iteracao anterior,

no passo de carga atual. O calculo explicito da inversa da matriz de rigidez [K(u(k))]_1 pode
ser evitado resolvendo-se os sistemas de equagdes lineares via decomposi¢ao (por exemplo,
fatoracdo LU ou fatoracdo de Cholesky), visto que uma unica fatoragdo de K no inicio do
ciclo iterativo é necessaria. Os parametros incrementais do parametro de carga (AA) e do vetor
de deslocamentos nodais (Au) no passo de carga t + At e iteragdo (k + 1) sdo avaliados por,

respectivamente:
ANEFD = AP 4 g (k1) (4.15)
AuttD) = Au® 4 §u+D) (4.16)
4.3 TECNICAS DE CONTINUACAO

A andlise ndo linear de estruturas considera os comportamentos ndo lineares tanto
geométricos quanto materiais de uma dada estrutura. A medida que a complexidade estrutural
aumenta, os sistemas de equacgdes ndo lineares que regem seu comportamento necessitam de
técnicas que descrevam por completo suas trajetorias de equilibrio. Deste modo, as técnicas
de continuacdo (ou métodos de continuacdo) foram desenvolvidas para tracar essas trajetorias
de solucdes ndo lineares arbitrarias, identificando os pontos criticos € comportamentos de
equilibrio dessas estruturas (SOUSA, 2013).

As técnicas de continuagdo sdo, basicamente, métodos provisores-corretores que
auxiliam o tragado de solugdes ndo lineares arbitrarias, identificando os pontos criticos e

comportamentos de equilibrio dessas estruturas. Algumas das técnicas mais conhecidas sdo:
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comprimento de arco, deslocamento generalizado ¢ norma minima dos deslocamentos
residuais. Elas se diferenciam umas das outras pelas condi¢des de restricdo adotadas para a
resolugdo do sistema de equacdes nao lineares (MAXIMIANO; SILVA; SILVEIRA, 2011).
Para ultrapassar os pontos limites e tracar a trajetéria de equilibrio completa das
estruturas, adota-se neste trabalho o método de continuagdo Norma Minima dos
Deslocamentos Residuais. A determinacao do parametro de carga iterativo, 6A, ¢ fungdo de
uma dada estratégia de iteragdo ou equagao de restricdo imposta ao problema. A ideia basica
de uma estratégia de iteracdo ¢ tratar o parametro de carga A como uma variavel adicional, de
forma a obter todo o tracado da trajetdria de equilibrio com possiveis passagens pelos pontos
limites. Com isso, para equilibrar o nimero de equag¢des e o numero de incognitas, uma

equacao de restricdo deve ser somada as equacdes de equilibrio originais.
4.4 TECNICA DE CONTINUACAO: COMPRIMENTO DE ARCO

A técnica do Comprimento de Arco ¢ uma das mais utilizadas para a determinacio da
trajetoria de equilibrio na andlise ndo linear de estruturas. Seu entendimento auxilia na
compreensdo de outras varias técnicas. No Comprimento de Arco, incrementa-se
simultaneamente tanto a carga quanto o deslocamento por meio da adigdo de uma equagdo de
restri¢do no sistema de equagdes de equilibrio, juntamente com a nova incdgnita parametro de
carga A. Ha diferentes tipos de restricdo, como a restricdo de hiperplano fixo (ou restri¢ao
linear), hiperplano atualizado e hiperesfera.

Segundo Lacerda (2014), o método de Newton-Raphson s6 fornece a solugdo de um
simples ponto no caminho de equilibrio. Para obter outros pontos, combinam-se as iteragdes de
Newton-Raphson com um procedimento incremental, como por exemplo a Técnica de
Continuagdo Comprimento de Arco Linear. A ideia ¢ aplicar as iteracdes para varios ciclos de
nivel de carga. Ou seja, no primeiro ciclo obtém-se uma solu¢do para um nivel de carga Af. No
segundo ciclo, obtém-se outra solugdo para um nivel de carga 2Af e assim por diante, gerando

uma solugdo para cada nivel de carga. O procedimento ¢ ilustrado na Figura 4.1.
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Figura 4.1- Procedimento Incremental-Iterativo com o Método de Newton-Raphson

f /

fo-
Af
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Deslocamento, u

Fonte: Lacerda (2014)

O procedimento incremental-iterativo deveria ser usado mesmo quando se busca uma
solucdo para um Unico nivel de carga. Inserir uma grande carga f de uma s6 vez para o
método de Newton-Raphson pode levar a problemas de convergéncia, pois a solucao inicial
pode estar muito longe da solucdo final e, neste caso, a pratica mostra que as iteragdes podem
encontrar dificuldades para convergir e at¢é mesmo ndo encontrar a solu¢do do problema.
Incrementar a carga lentamente até atingir a carga desejada f torna a solugao inicial, em cada
nivel, proxima da solu¢do final, facilitando a convergéncia.

Além disso, o procedimento incremental-iterativo € importante para materiais que
exibem dependéncia do caminho seguido pela estrutura durante sua deformagdo. Diferentes
tensdes podem ser obtidas dependendo da forma com que sdo aplicadas as cargas. Aplicar
incrementos de cargas pequenos permite seguir mais de perto o caminho de deformacao e
obter a solucdo correta do problema (BORST et al., 2012).

O método de Newton-Raphson requer computar e fatorar a matriz de rigidez tangente
em cada iteragdo. Ha problemas que geram grandes matrizes de rigidez tangente,

principalmente problemas tridimensionais. Nesses casos, o custo computacional de montar e
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fatorar grandes matrizes repetidas vezes ¢ consideravelmente alto. Varios métodos t€m sido
propostos, para lidar com esse problema, como o método de Newton-Raphson Modificado,
entre outros.

O método de Newton-Raphson modificado consiste em computar a matriz de rigidez
tangente uma uUnica vez ¢ na primeira iteracdo de cada ciclo de nivel de carga no

procedimento incremental-iterativo, conforme ilustra a Figura 4.2.

Figura 4.2— Procedimento Incremental-Iterativo com o Método de Newton-Raphson

Modificado
S
T T e Do/ :
Af
4]
=1 }]
rg ~
S T
Af
Deslocamento, u

Fonte: Lacerda (2014)

Uma outra alternativa € prescrever deslocamentos incrementais em vez de cargas
incrementais. A primeira alternativa ¢ denominada controle de carga e a segunda ¢ chamada
de controle de deslocamento. Quando um deslocamento € prescrito em um nd, geram-se
tensdes na estrutura que resulta em uma for¢a naquele n6 que € oposta, mas igual em modulo,
a forca externa que causaria 0 mesmo deslocamento que foi prescrito naquele no.

De acordo Lacerda (2014), o controle de carga tem suas limitagcdes para tracar o
caminho de equilibrio. Por exemplo, na Figura 4.3 ndo seria possivel alcangar o ponto B, pois
o aumento de carga faria o trajeto saltar diretamente para o ponto C. E mesmo neste caso,

pode haver problemas de convergéncia. A matriz de rigidez tangente torna-se singular no
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ponto A (ponto de limite) do caminho de equilibrio como mostra a Figura 4.4 e por isso nao
pode ser invertida. Isto significa que a tangente de rigidez ¢ horizontal. Além disso, um salto
de A para C pode ser muito para que o método de Newton-Raphson possa convergir

corretamente.

Figura 4.3— Limitac6es do controle de carga e controle de deslocamento: snap-through

o
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Y
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Figura 4.4- Limita¢des do controle de carga e controle de deslocamento: matriz de
rigidez tangente singular

Matriz de rigidez singular
(tangente horizontal)
A
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Y
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O controle de deslocamento deveria, sempre que possivel, ser utilizado no lugar do

controle de carga pois supera parte de suas limitagdes. O ponto B da Figura 4.5 seria
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alcancado naturalmente ¢ a matriz de rigidez tangente nao se tornaria singular no ponto de

maximo (ponto de limite).

Figura 4.5— Limitac6es do controle de carga e controle de deslocamento: snap-back
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Contudo, o snap-back causa dificuldades ao controle de deslocamento da mesma
forma que o snap-through causa ao controle de carga. Por exemplo, o controle de
deslocamento ndo pode alcangar pontos como o ponto B da Figura 3.12(c), saltando de A para
C. Um método indicado para resolver todos esses problemas ¢ denominado de método do
comprimento de arco, descrito a seguir.

Foram vistos, anteriormente, procedimentos para determinar o caminho de equilibrio
controlando a carga ou o deslocamento. Foi mostrado que estes procedimentos tém suas
limitagdes, tais como tangente horizontal nos pontos de limite e dificuldade de seguir o
caminho gerado pelo fenomeno snap-back. O método do comprimento de arco supera todos
estes problemas de uma forma elegante e eficiente, pois nele incrementa-se simultaneamente
tanto a carga como o deslocamento, adicionando-se uma nova equacao ou restricdo no sistema
de equagdes de equilibrio e uma nova incognita: o parametro de carga. De fato, ele tornou-se
método preferido para determinar o caminho de equilibrio, apesar de outros métodos também
terem sido propostos (KRENK, 2009).

No método do Comprimento de Arco Linear (restrigdo hiperplano fixo) proposto por
Riks (1972), o caminho de iteragdo ¢ sempre mantido ortogonal a tangente inicial em cada
etapa. A expressao para o incremento de carga inicial (solu¢do predita) ¢ dada por (k=0)

(Crisfield, 1991):
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(4.17)

em que Al representa o incremento de comprimento de arco. Esse incremento pode ser
utilizado como um pardmetro de controle no passo de carga corrente de acordo com a

expressao (Crisfield, 1991):
0,5
K\
Al= Al (—d> @.18)

em que °Al representa o incremento de comprimento de arco no passo de carga inicial, kq é 0
numero de iteragdes desejadas para a convergéncia do processo iterativo corrente ¢ ‘k ¢ o
numero de iteracdes que foi necessario para convergir no passo de carga anterior.

No processo iterativo subsequente, a equacdo de restricdo c(k) usada para calcular
dA(k) € obtida fazendo com que a solugdo incremental iterativa (8dk, A Fr) seja ortogonal a

solugdo incremental predita (Ad0, AAOFT), conforme a expressao:
c® = (su®)TAu® + SAWAAFTF, = 0 (4.19)

45 TECNICA DE CONTINUACAO: NORMA MINIMA DOS
DESLOCAMENTOS RESIDUAIS

Chan (1988) apresentou uma estratégia de iteracdo definida como o Norma Minima
dos Deslocamentos Residuais. Nessa estratégia, ao invés de se usarem restrigdes geomeétricas
e de energia, procura-se eliminar diretamente os deslocamentos residuais (ou deslocamentos
iterativos) devido as forcas desequilibradas. Vale ressaltar que esse € o objetivo principal do

ciclo iterativo. O subincremento de carga ¢ calculado por (k > 0):

T
5l 5uld
———,comi=1,2 (4.20)

sado — _ =
1
sul® sul®
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na qual,
8ugo _ [K(u(k))]_lg(a’)\(k)) coma = u® oy y&k+D (4.21)

su® = [K(u®)] ', (4.22)

Ao final de cada processo iterativo, obtém-se uma nova condicao de equilibrio da
estrutura analisada quando pelo menos um dos dois, ou ambos os critérios de convergéncia
forem atendidos. Sao considerados dois critérios de convergéncia para o ciclo iterativo, sendo

um baseado nos deslocamentos, verificado sempre no final da iteragdo atual, dado por:
l|8uz|| < toly ||ull (4.23)

e o outro, nas forcas, verificado no inicio da iteragdo atual utilizando parametros da iteragdo

anterior:
ligll < tol, ||F.|l (4.24)

em que ||*]| é a norma Euclidiana e tol; e tol, so as tolerancias fornecidas pelo usuario.

O algoritmo com o procedimento incremental e iterativo proposto associado a técnica
de continuagdo Norma Minima dos Deslocamentos Residuais (Chan, 1988) ¢ mostrado na
Figura 4.6. Os dados de entrada no algoritmo sdo: comprimento inicial de arco °Al; namero
maximo de iteracdes em cada passo de carga Kk, ;x; nimero de iteracdes desejadas em cada
passo de carga kq; tolerancias tol; e tol,; incremento de carga AP; e nimero méaximo de
passos de carga NP,sc. As saidas do algoritmo sdo: vetor de deslocamentos nodais u;
parametro de carga total A; nimero total de passos de carga NP; numero total de iteragdes
acumuladas até a convergéncia para a solucao Kiyia; € nimero médio de iteragdes por passo

de carga K ¢qio-



64

Figura 4.6— Algoritmo do procedimento incremental e iterativo com o método de Potra-
Ptak associado a técnica de continuacdo Norma Minima dos Deslocamentos Residuais

Entrada: °Al, ka, NPmay, toly, tolz, kmax, AP
Saida: NP, ktotal, 7\,, u, t, Kmédio

1. u<0,Au < 0, % < 0, keotal < 0, Al < °Al
2. tic() (inicia o crondmetro)

3. aux_1 « tol; - ||F.(AP)||

4. Para NP « 1,..., NP faca

5. k<0

6. Calcular a matriz de rigidez K

7. Decompor a matriz K em matrizes triangulares L e U (Fatoragao LU)
8. aux_2 « [L]'F.(AP)

9. 8u, « [U]"laux 2

10. AL « Al/||8uy|

11. Se'Au’ du, <0 entdo

12 AMO « AL

13. Fim-Se

14. Su < ALO Su,

15. Au©® « 8u

18. Parak <« 1,... kmax faca

19. k=k+I

20. Calcular a matriz de rigidez K(u + Au)
21. Decompor a matriz K em matrizes triangulares L. e U (Fatoracao LU)
22. g« (A+ AL) F.(AP) - Fin(u + Au) //passo 1
23. aux 2« [L]™!g

24.  8ugy « [U] 'aux_2

25. aux_2 « [L]7'F.(AP)

26. 8u, « [U] laux_2

27. &« —(8u,"8uy)/(8u, 8u,)

28.  Ouy < dug + O\ dur

29. y< u+Au-+dum //passo 2

30. g« (A +AL) F.(AP) - Finl(y)

31. aux 2« [L]™'g

32.  8uy « [U] 'aux_2

33, Sk« —(8u, 8uy)/(8u, Su,)

34.  Ouz < dug + O\, dur

35.  Au < Au+ du; + du,

36. Al < AL+ O\

37. g« (A +AL) F.(AP) - Fine(u + Au)

38.  Se|lgll<aux 1 ou ||8uy||<tol: - ||lu + Aul| entdo
39. Sair do loop

40. Fim-Se

41. Fim-Para

42. u<u+Au

43, L« A+ AL

44. Al < °Al(kg/k)%3

45. Kotal ¢ Kootat T k

46. Fim-Para

47. Kmedio <= Kiotat/NP

48. t < toc() (1€ o crondmetro)
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5 EXEMPLOS NUMERICOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nesta secdo, simulacdes de problemas de estruturas planas com comportamento nao
linear geométrico (uma viga em balango e trés porticos) sao efetuadas com o programa Scilab
(Scilab, 2020), com o intuito de comparar os diferentes modelos de viga-coluna baseados nas
teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Os pesos proprios das estruturas sao
desprezados nas analises. Além disso, salienta-se que, ao invés de ser considerado um niimero
maximo de passos de carga NP,,4x como critério de parada para o fim da simulagdo (ver linha
4 do algoritmo na Figura 4.6), ¢ adotado um deslocamento vertical maximo no n6 da malha
em que ¢ aplicado o carregamento.

De forma geral, o processo de simulacdo numérica ¢ dividido em trés etapas: pré-
processamento (entrada de dados), processamento (analise dos dados) e pos-processamento
(saida dos dados). O pré-processamento ¢ a etapa inicial da implementacdo computacional e
nele ocorre a leitura dos dados necessarios a analise do problema, como os parametros que
definem o modelo de elementos finitos adotado para o sistema estrutural e os pardmetros que
controlam a estratégia de solugdo ndo-linear. Em seguida, na etapa de processamento ¢
realizada a andlise dos dados de entrada, onde para cada passo de carga (ou incremento de
carga), um problema de equilibrio € resolvido. Por fim, no pds-processamento ocorre a saida
dos dados relativos a configuracao deformada da estrutura, como a impressao da trajetoria de
equilibrio, numero total de iteracdes acumuladas e tempo de processamento (ROCHA, 2000).

Para a simulagdo numérica de porticos planos, destaca-se a importancia dos porticos
em L, conhecidos na literatura como L-Frames. Isso porque em estruturas aporticadas esbeltas
sujeitas a grandes deflexdes, como ¢ o caso dos porticos em L, certos membros podem
apresentar configuragdes de equilibrio critico e, principalmente, configuragdes pds-criticas,
fortemente dependentes das caracteristicas dos membros adjacentes (GALVAO, 2004).

Koiter (1967) mostrou que alguns porticos em L apresentavam bifurcacdo assimétrica
e, conseqiientemente, sua a capacidade pos-critica era afetada por imperfeigdes. Seus
resultados puderam ser comparados com os obtidos experimentalmente por Roorda (1965).
Desde entdo, o comportamento pos-critico desse tipo de estrutura tem sido fartamente
estudado. Vérios autores no passado estudaram a regido inicial da trajetoria pds-critica dessas
estruturas através de expansoes assintdticas da energia potencial ou das equagdes de equilibrio
que governam seu comportamento ndo-linear. Esses estudos normalmente tinham a

preocupacao de determinar a inclinagdo e a curvatura do inicio da resposta poOs-critica, pois,
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como se sabe, esses dois parametros sdo suficientes para caracterizar o tipo de bifurcagao,
podendo ainda ser usados para estimar a sensibilidade da estrutura a imperfeigdes.

Essas solucdes aproximadas podem, entretanto, descrever somente a regido inicial do
comportamento pos-critico do poértico e ainda gerar erros significativos quando houver
grandes deslocamentos ou grandes imperfeigdes no sistema estrutural.

Devido a constatacdo da forte ndo-linearidade no seu comportamento pos-critico, os
porticos em L tém sido usados por varios autores para testar a eficiéncia de vérias
formulagdes de elementos finitos, bem como o desempenho computacional de varias

estratégias de solugdo de sistemas de equagdes ndo lineares.

5.1 VIGA EM BALANCO SUJEITA A UM MOMENTO

Considere a viga em balango ilustrada na Figura 5.1 (a) com comprimento
indeformado Lo = 1,0 m, se¢do transversal retangular com dimensdes (0,5 x 0,6) m? e
submetida a uma carga momento M = 2nEIM/Lo aplicada na extremidade livre. As
propriedades materiais consideradas sdo: modulo de elasticidade longitudinal E = 1,0 x 107
KPa; modulo de cisalhamento G = E/2; e coeficiente de correcdo de cisalhamento p = 1,0.

Na Figura 5.1 (b) aparecem as trajetorias de equilibrio (curvas deslocamento vertical
na extremidade livre versus incremento de carga A) obtidas com os modelos de viga de
Timoshenko implementados, havendo boa concordancia com os pontos de equilibrio obtidos
por Bathe e Bolourchi (1979). A configura¢do indeformada (NP = 0) e as configuragdes
deformadas (para os passos de carga NP = 5, 15, 30 e 37) estdo ilustradas na Figura 5.2,
evidenciando os niveis elevados de deslocabilidade da estrutura. A viga ¢ discretizada com 41
elementos finitos de viga-coluna e 42 nos. Os parametros adotados para o método de solugao
(algoritmo da Figura 4.6) sdo: °Al = 0,8; ka = 5; kmax = 150; tol; = tol = 1,0 x 1075, ¢ AP =
1,0 kN.



Figura 5.1 — Viga em balanco: a) modelo estrutural; e b) trajetorias de equilibrio
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5.2 PORTICO DE WILLIAMS

O Portico de Williams ¢ uma estrutura plana simétrica formada por duas vigas
inclinadas, rigidamente interligadas ¢ que se unem formando a letra “V” invertida. As
condi¢des de contorno das duas barras sdo tais que impedem os deslocamentos transversais e
rotacionais, definindo-o como um poértico biengastado.

Considere o portico de Williams mostrado na Figura 5.3 (a), usado pelos
pesquisadores Wood e Zienkiewicz (1977), Kien (2012) e Kien, Huong ¢ Ha (2013) para
testar o comportamento de elementos ndo lineares na analise de grandes deslocamentos de
porticos. Os dados adimensionais da estrutura sdo: m = 12,943; Ho = 0,386; b = 0,753; h =
0,243; E = 10,3 x 10%; G = E/2; e u = 5/6. As trajetorias de equilibrio (curvas deslocamento
vertical versus carga P) com dois pontos limites de forca sdo apresentadas na Figura 5.3 (b).

Observa-se boa concordancia entre as curvas obtidas com as formulagdes de Kien
(2012) e Tang, Zhou e Chan (2015) e os pontos de equilibrio obtidos por Wood e Zienkiewicz
(1977). No entanto, houve diferenca na curva obtida com o modelo de Battini (2002) nas
regides proximas aos pontos limites de forga. Além disso, ao final da analise (apds o segundo
ponto limite de forga), a trajetéria obtida com a formulagdo cléssica de Euler-Bernoulli
diverge das demais, o que refor¢a a importancia da consideracdo do cisalhamento na analise.
Nas simulagdes, os pardmetros adotados para o método de solugio sdo: °Al = 0,065; kq = 4;

kmax = 150; tol; = tol, = 1,0 x 10%; e AP = 1,0.

Figura 5.3 — Portico de Williams: a) modelo estrutural; e b) trajetorias de equilibrio
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5.3PORTICO PROPOSTO POR TANG, ZHOU E CHAN (2015)

Seja o portico proposto por Tang, Zhou e Chan (2015) cujas barras curtas e de se¢do
circular vazada sdo adotadas para enfatizar o efeito da deformacgdo de cisalhamento. As

propriedades do material sdo: modulo de elasticidade longitudinal E = 2,0 x 10® KPa; e

coeficiente de Poisson v =0,3; e 0 modulo de cisalhamento G = E/(2+2v).

O modelo da estrutura ¢ mostrado na Figura 5.4 (a) e os resultados sdo apresentados na
Figura 5.4 (b). O coeficiente de correcdo de cisalhamento ¢ p = 0,54. Foram utilizados 20
elementos de viga-coluna na discretizagdo do portico. Nota-se razoavel concordancia entre as
curvas obtidas com os modelos de Timoshenko e os pontos de equilibrio obtidos por Tang,
Zhou e Chan (2015). Contudo, ocorreu uma pequena diferenca nos resultados com o modelo

de Euler-Bernoulli implementado. Os parametros adotados para o método de solugio sdo: °Al

=0,2; ka = 4; kmax = 150; tol; =tol, = 1,0 x 10~8; e AP = 1,0 kN.

08
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Figura 5.4 — Portico de Tang, Zhou e Chan (2015): a) modelo estrutural; e b) trajetorias
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5.4 PORTICO DE LEE

Uma estrutura assimétrica submetida a uma carga concentrada mostrada na Figura 5.5
(a), conhecida na literatura como Portico de Lee, € investigada. Esse portico ¢ frequentemente
utilizado por pesquisadores com o objetivo de validar estratégias de solucdo ndo linear, pois a
sua trajetoria de equilibrio ¢ marcada por curvas acentuadas e pontos limites de carga e
deslocamento. O problema foi analisado por Kien (2012) e Kien, Huong e Ha (2013).

Os dados da estrutura sio: A = 6,0 cm?; 1 =2,0 cm* E = 720 tf/cm?; G =E/2; e pu =
5/6. Uma malha com 22 elementos finitos de viga-coluna de igual comprimento ¢ empregada
na andlise.

O portico mostra um comportamento altamente ndo linear com pontos limites de forga
e de deslocamento, conforme as trajetorias de equilibrio na Figura 5.5 (b). Os parametros do
método de solucdo considerados nas analises sdo: Al = 10,0; ka = 5; kmax = 150; tol; = tol, =
1,0x1077; e AP =2,0 tf.

Os modelos de Kien (2012) e Tang, Zhou e Chan (2015) tiveram razoavel
concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por Kien, Huong e Ha (2013). Como no
portico do segundo exemplo, existe uma diferenga entre a curva obtida com o modelo de
Battini (2002) e as outras curvas nas regides proximas aos pontos limites.

Este exemplo numérico mostra a importancia do método de solugdo implementado, ja
que a andlise envolvendo controle de deslocamento ou de forga (sem o escalonamento) ndo

seria capaz de reproduzir os fendmenos de snap-through e snap-back mostrados na Figura 5.5

(b).
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Figura 5.5 - Portico de Lee: a) modelo estrutural e b) trajetorias de equilibrio.
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Pode-se observar a boa concordancia entre as trajetorias de equilibrio obtidas com
todos os modelos implementados de viga-coluna e os resultados numéricos obtidos por outros
autores, para a viga em balanco e para o portico do terceiro exemplo, validando, assim, o
codigo computacional desenvolvido no programa Scilab. No entanto, ha discrepancias nas
trajetorias de equilibrio dos porticos do segundo e do quarto exemplos com relagdo a resposta
predita pela formulacao de Battini (2002) em comparagao com as demais. Tais diferengas sao
verificadas, em especial, nas regides proximas a pontos limites.

No contexto do Método dos Elementos Finitos, um elemento de viga de Timoshenko
nao linear pode ser formulado interpolando linearmente os deslocamentos axiais € transversais
e a rotagdo. Técnicas, como a integra¢do de ordem reduzida, sdo necessarias para eliminar o
fenomeno de travamento por cisalhamento. Na formula¢do proposta por Battini (2002) ¢
utilizada a interpolagdo linear. Diferentemente, a formulagao proposta por Tang, Zhou e Chan
(2015) utiliza a interpolagao ctbica para o deslocamento transversal, ¢ Kien (2012) usa uma
expressdo de arco abatido (uma forma degenerada da deformagdo de Green) para a
deformacao local.

A teoria de viga de Timoshenko, de acordo com Onate (2013), é aplicavel a barras
com indices de esbeltez menores, nas quais a relagcdo de esbeltez (Lo/h) ¢ menor que 10, sendo
Lo o comprimento inicial da barra e h a altura da secdo transversal. Nesse sentido, a medida
que altura h da se¢@o aumenta o efeito do cisalhamento torna-se mais relevante.

A estrutura do segundo exemplo consiste de um portico abatido, em que o indice de
esbeltez das barras ¢ aproximadamente igual a 53,284 (= 12,948/0,243). Apesar das barras
serem esbeltas, ha pequenas diferencas nas curvas preditas com as teorias de Euler-Bernoulli
e de Timoshenko, verificadas principalmente no fim da analise (apds o segundo ponto limite
de forca, em que a tangente ¢ horizontal).

As barras do portico estudado por Tang, Zhou e Chan (2015) tém indice de esbeltez
cerca de 4,546 (= 1,616/0,35546), e o efeito da deformacao de cisalhamento na resposta do
mesmo fica evidente quando se tém grandes deslocamentos. Nota-se que, para os incrementos
iniciais de carga (quando as deformagdes na estrutura sdo pequenas), as repostas preditas
pelos modelos de viga-coluna de Euler-Bernoulli e de Timoshenko ficam préximas.

No portico de Lee, em que a coluna e a viga t€m indice de esbeltez igual a 60 (Lo/h =
120/2), as trajetorias obtidas dessa estrutura com os modelos de viga Euler-Bernoulli e de
Timoshenko implementados ficaram bastante préximas em grande parte. Pequenas diferengas

sdo observadas, contudo, nas regides no entorno dos pontos limites de forca.
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No que diz respeito a formulagdo corrotacional do Método dos Elementos Finitos, a
separacao do movimento do elemento de viga-coluna em movimentos de corpo rigido e
deformacional permite a decomposi¢do da matriz de rigidez Kea em duas parcelas (ver a
Equagdo (3.17)) - a material e a geométrica. Isso possibilita, de maneira simples, a inclusao
dos efeitos da nao linearidade geométrica na analise. Os exemplos numéricos demonstram a
habilidade do elemento de viga-coluna com as teorias de viga de Timoshenko propostas por
Kien (2012) e Tang, Zhou e Chan (2015) em lidar com estruturas na presenca de grandes
deslocamentos e de grandes rotagdes, caracterizadas pela forte ndo linearidade geométrica e
pela presenga de pontos limites de forga e/ou de deslocamento.

O método iterativo proposto por Souza et al. (2018), o qual adapta o método de Potra-
Ptak, com convergéncia cubica, ao problema estrutural num procedimento incremental e
iterativo, mostra-se eficiente na resolugdo de problemas ndo lineares. No decorrer das
simulagdes ndo ocorreram problemas de convergéncia ou instabilidades numéricas. O maior
esforco computacional necessario para cada iteragdo desse método ¢ compensado com um
menor nimero de iteracdes acumuladas necessarias até a convergéncia para a solu¢ao dadas
as tolerancias, se comparado ao procedimento classico de Newton-Raphson que tem ordem de

convergéncia quadratica, sob determinadas condigdes.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, avaliou-se a eficiéncia de trés modelos de viga-coluna fundamentados
na teoria de viga de Timoshenko, no contexto da formula¢do corrotacional do Método dos
Elementos Finitos, por meio da analise estatica de problemas com comportamento ndo linear
geométrico. Os resultados numéricos mostraram a boa resposta das formulagdes
desenvolvidas por Kien (2012) e por Tang, Zhou e Chan (2015) quanto a obtengdao da
trajetoria de equilibrio com pontos limites das estruturas estudadas. Nas analises estruturais
em que se considera o efeito da deformagdo por cisalhamento, ¢ importante utilizar um
modelo de viga-coluna cuja formulagdo evite o fendmeno de travamento por cisalhamento.

Este estudo mostrou que a considera¢do da deformacdo de cisalhamento pode
ocasionar deformagdes maiores na estrutura para niveis menores de carga, quando hé grandes
deslocamentos, como ficou evidente na trajetoria do portico do terceiro exemplo. Além disso,
verificou-se que o comportamento das estruturas por meio de suas trajetorias de equilibrio
apresentou discrepancias quando se compara as teorias de viga de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko, notadamente nas regides proximas a pontos limites. Portanto, a deformagdo de
cisalhamento deve ser cuidadosamente considerada em analises globais de segunda ordem,
com o objetivo de se obter maior precisdo e seguranca em um projeto envolvendo estruturas
altamente deformaveis, como € o caso das estruturas de aco.

Como sugestoes de trabalhos futuros, pode-se expandir as andlises aqui apresentadas
para outras estruturas além de podrticos planos, por meio de algumas alteragdes do codigo
computacional. Estruturas como porticos e treligas espaciais podem ser analisadas sem a
necessidade de um aumento expressivo do cddigo, de modo a aproveitar a base sélida da
implementac¢ao ja realizada.

Além disso, o codigo desenvolvido pode ser estendido para outras areas da analise nao
linear, como estruturas sob efeitos da nao lincaridade fisica, analise dinamica nao linear e
problemas de restrigdes de contato.

Anadlises de ligagdes semirrigidas podem ser implementadas, o que possibilitaria
modelar mais precisamente o comportamento de estruturas variando a rigidez de suas
ligagdes.

Do ponto de vista matematico, sugere-se a implementagdo de outros métodos
numéricos e de outras técnicas de continuagdo, a fim de se comparar a eficiéncia e a relagao

custo-beneficio entre eles para a resolugdo de sistemas ndo lineares.
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Com o objetivo de tornar a usabilidade do programa mais amigdvel e aumentar a
interatividade com o usuario, pode-se desenvolver interfaces para as etapas de pré e pos-
processamento dos dados que permitam a visualizacdo grafica da trajetoria de equilibrio e da
deformada da estrutura. Isso auxiliaria na entrada de dados e na interpretacdo dos resultados

das analises estruturais.
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