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RESUMO

O presente trabalho traz as formulagdes Corrotacional e Posicional do Método dos Elementos
Finitos com diversas adaptacdes encontradas na literatura sobre o assunto como diferentes
medidas de deformacdes, diferentes métodos de solucao das equacdes nao lineares do problema
estrutural e a técnica de continuacdo do Comprimento de Arco Linear para analisar estruturas
com elementos de trelica sob os efeitos da ndo linearidade geométrica e fisica. A ndo linearidade
fisica do material é caracterizada pelo modelo constitutivo elastoplastico. Os resultados
numericos obtidos através de codigo computacional implementado no software Matlab
mostraram boa concordancia com o resultado de outros autores. Além disso, foi possivel
comparar a eficiéncia do das diferentes formulacbes e diferentes métodos de solucdo das
equacOes em exemplos diversos e com isso concluir qual a situacdo mais vantajosa para cada
um dos os problemas apresentados. Também foi possivel concluir que a elastoplasticidade
representou bem a perda de rigidez da estrutura, principalmente quando estudada junto com a
ndo linearidade geométrica.

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos; Posicional; Corrotacional; ndo linearidade.



ABSTRACT

The current work presents the Corotational and Positional Finite Elements Method working
together with different strain measures, different solution methods for the nonlinear equations
of the structural problems and the linearized Arc-Length path-following technique to analyze
truss structures under the effects of geometric and material nonlinearities. The material
nonlinear behavior is characterized by an elastoplastic constitutive model. The numerical
results obtained with the software Matlab shows a good agrément with the results of authors.
Beside that, it was possible to compare the different formulations and solution methods for the
nonlinear equations for some examples and with that it was possible to conclude the better
combination for each of the problems presented. It was also possible to conclude that the
elastoplastic was a good way to represent the stiffness loss phenomenon, mainly when studied
together with geometric nonlinearity.

Keywords: Finite Element Method; Positional; Corotational; Nonlinearity.
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1 INTRODUCAO

O uso da tecnologia em analise de estruturas tem-se mostrado uma tendéncia atual, e
tem o objetivo de buscar o melhor aproveitamento das mesmas quanto ao seu desempenho,
economia e seguranga. A compreensdo de trelicas espaciais sujeitas a grandes deformacoes
elasticas pode prevenir falhas subitas por flambagem ocasionadas por carregamentos
operacionais ou por cargas que surgem durante a fase construtiva. Hrinda (2010) apresenta a
figura 1.1 em que é mostrado o colapso do telhado da arena de Hartford ocorrido em 1978 e na
figura 1.2, o colapso de torre em trelica espacial para transmisséo de energia em Minas Gerais
em 2016.

Figura 1.1 - Colapso do telhado da arena de Hartford
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Fonte: Hrinda (2010)

Figura 1.2 — Colapso de torre de fornecimento de energia em Minas Gerais, 2016

Fonte: http://aconteceunovale.com.br/portal/?p=103402
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As trelicas espaciais combinam eficiéncia estrutural e uma significante redugdo no
custo. No Brasil, o desenvolvimento e a utilizacdo de trelicas espaciais teve grande impulso
com a construcdo, na cidade de S&o Paulo, do Centro de Exposi¢cGes do Anhembi no final da
década de 60. A trelica espacial, projetada pelo engenheiro canadense Cedric Marsh, é
composta por cerca de 48000 barras tubulares de aluminio para uma area coberta de 62500 m?.
Nas décadas seguintes, as estruturas espaciais se multiplicaram no Brasil, com obras de
relevante importancia e repercussdo internacional, como por exemplo: a estrutura da cobertura
da Cervejaria Brahma, no Rio de Janeiro, com 132000 m2 de &rea coberta (vaos livres de 30 m
e 60 m); e o Pavilhdo de Feiras e Exposi¢cdes de Brasilia com 57000 m2 de area coberta,
montada em apenas 100 dias (SOUZA; GONCALVES, 2006).

Essa busca em se utilizar estruturas mais esbeltas com maior resisténcia torna a analise
de estabilidade estrutural um assunto de fundamental importancia (GRECO et al., 2006).
Problemas com nado linearidade geométrica e fisica apresentam em geral pontos criticos ou
limites ao longo do caminho de solucdo. Esses pontos na trajetdria de equilibrio sdo pontos em
que a estrutura perde estabilidade (por exemplo, flambagem) ou ocorre a bifurcacdo (ou seja, a
solucdo muda para dois ou mais caminhos) (LEON et al., 2011). Assim, estratégias capazes de
tracar o caminho completo de equilibrio ndo linear devem ser eficientes o suficiente para
identificar e ultrapassar esses pontos (REZAIEE-PAJAND; SALEHI-AHMADABAD;
GHALISHOOYAN, 2014).

A pesquisa serd focada na andlise estatica de sistemas estruturais do tipo trelica. Esse
sistema € um arranjo estavel de barras delgadas interligadas por pinos sem atrito, de forma que
nenhum momento possa ser transmitido pela conexdo. Desse modo, as treli¢as caracterizam-se
por ser um arranjo de barras que somente transmitem forca axial, mas podem estar sujeitas a
momento fletor, se submetidas a acdo de forcas inerciais (LACERDA, 2014).

J& os sistemas estruturais planos do tipo viga e portico, diferentemente das trelicas,
recebem carregamentos transversais que geram esforcos internos como forcas cortantes e
momentos fletores. Esses sistemas apresentam trés graus de liberdade por no - translagdes
vertical e horizontal e rotacdo no plano.

As trelicas espaciais, que sdo barras reticuladas tridimensionais, s&o amplamente
utilizadas em coberturas de edificacfes que necessitem grandes areas livres, tais como ginasios,
hangares, centros de exposi¢éo e edificios industriais. Alguns dos fatores que favorecem o uso
deste tipo de estrutura em relagéo as estruturas planas convencionais séo:

« grande rigidez, sendo possivel a realizacdo de obras de grandes vaos;
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» facilidade de fixagdo de instalagdes, devido a grande quantidade de nos nos quais
podem ser fixados suportes;

* liberdade arquitetonica na locacao de apoios;

* beleza arquitetonica, permitindo explorar as mais diversas formas;

* possibilidade de ampliagdo, e facil montagem e desmontagem para estruturas nao
permanentes;

* menor pesO € menor custo para grandes vaos (acima de 40 m).

Outros fatores que provocaram um grande desenvolvimento na utilizacdo dessas
estruturas foram o desenvolvimento de sistemas padronizados eficientes de conexdo, e
pesquisas cientificas sobre o comportamento elastico e ndo-elastico das estruturas espaciais e
os modos de falha das mesmas quando sujeitas a carregamento excessivo (SOUZA; MALITE,
2005).

Entender os grandes deslocamentos desse tipo de estruturas pode ajudar a prevenir
falhas por flambagens repentinas devido a cargas operacionais e de montagem. O ideal € que
as estruturas sejam dimensionadas para manter sua integridade mesmo apds o inicio da fase
inelastica. Algumas trelicas podem colapsar apos a falha de uma de suas barras enquanto outras
tem o seu colapso progressivo, ou seja, apds uma barra ultrapassar o0 maximo de sua resisténcia,
os esforcos se redistribuem de modo a se sustentar ou a sobrecarregar uma proxima barra até
que a mesma apresente algum problema estrutural. Esse processo pode ocorrer barra ap6s barra
até o colapso total da estrutura trelicada (HRINDA, 2010).

Uma forma simplificada de andlise ndo linear ¢ a analise limite que se preocupa
unicamente com a determinacdo da carga de colapso. Exemplo claros dos métodos de
dimensionamento baseados na andlise limite sdo o método das rotulas plasticas, 0 método das
linhas de ruptura e o método escoras-e-tirantes para estruturas de concreto. A analise ndo linear
completa, que inclui as etapas sucessivas, desde a auséncia de carga, passando pelo
comportamento em servico e o comportamento ndo linear, até ao colapso é a forma mais
poderosa de calculo estrutural (LOURENCO, 1999).

Nesta pesquisa serdo realizadas andlises estaticas de trelicas planas e espaciais com
comportamento ndo linear fisico e/ou geométrico, a partir das formulacdes Corrotacional e
Posicional de Elementos Finitos. O sistema de equagdes ndo lineares que descreve o problema
estrutural sera solucionado por meio do método iterativo de Newton-Raphson, Newton-
Raphson Modificado (métodos ja consagrados em diversas bibliografias) e de Potra-Ptak

(1984), com ordem de convergéncia cubica, associado a técnicas de continuagdo. Os codigos
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computacionais serdo desenvolvidos no programa Matlab (MATLAB, 2018) e seréo aplicados
em problemas de treligas encontrados na literatura.

1.1.  JUSTIFICATIVA

Trelicas espaciais sdo amplamente utilizadas em diversas areas das engenharias civil,
naval, petroquimica, aerondutica e mecénica. Construcles, tais como edificios, pontes,
plataformas offshore e torres de transmissao de energia sdo exemplos de possiveis aplicagdes.
Sua larga utilizacdo se deve a grande capacidade de resisténcia a cargas pelos elementos
reticulados e o baixo peso préprio do sistema se comparado a outros sistemas estruturais que
exergam a mesma funcéo.

A andlise ndo linear das estruturas € fundamental para concepcéo de trelicas mais leves
e eficientes (menos barras) dentro de padrdes de seguranca e qualidade, porque quanto mais
leves e com menos barras, maiores sdo as chances de ocorrerem problemas de estabilidade
(HRINDA; NGUYEN, 2008). E também de suma importancia para o estudo de estruturas
proximo ao colapso devido a grandes modificacbes na geometria da estrutura e a perda de
linearidade na relacdo deformacéo-tensdo. No entanto, tem havido recentemente um aumento
significativo de busca por métodos e teorias de analise ndo lineares motivada pela agdo conjunta
de fatores como seguranca e economia (CODA; GRECO, 2004; GARCIA, 2007).

Devido a crescente procura por anélise ndo linear, é necesséaria a realizacao de pesquisas
que reflitam mais exatamente 0s avancgos dos métodos nessa area que crescem com 0 aumento
dos recursos computacionais modernos (LACERDA, 2014). E necessério que o engenheiro
calculista tenha ferramentas que sejam capazes de realizar uma anélise qualitativa e quantitativa
do comportamento de estruturas esbeltas, tanto na fase pré-critica, na qual fenébmenos de
instabilidade ainda ndo ocorreram, quanto na fase posterior a perda de estabilidade de
equilibrio, denominada fase pds-critica.

A implementacdo em Método dos Elementos Finitos com a formulacdo posicional e
corrotacional foi motivada para expor a diferenca entre os métodos em suas formulagdes e nos
seus resultados. Em Oliveira (2017) é desenvolvido um trabalho no ambito de um tratamento
numerico para a anélise da carga Ultima de colapso para as trelicas. A formacdo do mecanismo
de colapso da estrutura esta, geralmente, associada a ndo convergéncia da solugdo do problema
ndo linear proximo a um ponto limite, o que pode ser verdade ou ndo, uma vez que a solugéo
pode ndo convergir por diversos outros motivos, como por exemplo, singularizagdo da matriz
de rigidez. Com isso, a carga de colapso encontrada na solucdo pode ser muito diferente da

carga real de colapso da estrutura. Motivos como esses justificam a implementacéo.
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Também o presente trabalho vem a aumentar a biblioteca de exemplos de cddigos

implementados de programas de analise ndo linear e de exemplos de anélises em Vvérias

situacOes, juntando-os aos ja consagrados na bibliografia sobre o tema com o intuido de ter

mais exemplos para os estudiosos da area e instigar novos pesquisadores a area de estudo.

1.2.

OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral € implementar um codigo computacional para analise nao linear fisica

e geométrica de trelicas planas e espaciais, por meio do programa Matlab, utilizando as

formulacGes corrotacional e posicional de Elementos Finitos, diferentes medidas de deformacéo

e métodos de solucdo de sistemas de equacgdes nado lineares.

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos sdo:

Apresentar a revisao bibliografica acerca da analise ndo linear de trelicas;
Implementar a formulacdo posicional do Método dos Elementos Finitos para
trelicas planas e espaciais;

Implementar a formulacédo corrotacional do Método corrotacional de Elementos
Finitos para trelicas planas e espaciais;

Estudar e comparar as diferentes medidas de deformacdo: Green-Lagrange,
Logaritmica, Almansi, Biot e de Engenharia;

Implementar 0 método iterativo de Potra-Ptak (1984), com ordem de
convergéncia cubica, para a solucdo do sistema de equacdes nao lineares que
descreve o problema estrutural,

Implementar o método iterativo de Petkovic e Petkovic (2010) para solugédo do
sistema de equacdes nao lineares que descreve o problema estrutural,
Implementar 0 método iterativo de Mohit et al. (2020) para solucdo do sistema
de equac0es ndo lineares que descreve o problema estrutural;

Implementar a técnica de continuagdo de Comprimento de Arco Linear;
Implementar algoritmo para a analise ndo linear fisica fundamentado na teoria

da Elastoplasticidade;
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Obter as trajetorias de equilibrio com pontos limites de problemas de trelicas
planas e espaciais encontrados na literatura, com o objetivo de validar o codigo
computacional desenvolvido;

Comparar computacionalmente os meétodos de solucdo implementados
(Newton-Raphson padrdo, Newton-Raphson modificado, Potra-Ptak, Petkovic e
Petkovic e 0 Mohit et al.) quanto ao numero total de passos de carga e iteracfes
acumuladas até a convergéncia para a solugdo, o tempo de processamento e a
ordem de convergéncia computacional; e

Comparar computacionalmente as formulacdes posicional e corrotacional
quanto ao namero total de passos de carga e iteracdes acumuladas até a

convergéncia para a solucao e o tempo de processamento.
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2 METODOLOGIA

Para cumprir os objetivos propostos, serd feita a implementacdo de um cddigo
computacional utilizando o software Matlab (MATLAB, 2018), para a simulacéo de trelicas
planas e espaciais com comportamento ndo linear fisico e/ou geométrico. O problema estrutural,
0 qual é descrito por um sistema de equagdes ndo lineares, serd solucionado pelos métodos
iterativos de Newton-Raphson padrdo, Newton-Raphson modificado, Potra-Ptak, “Dois
Pontos” e o M¢étodo iterativo de quarta ordem de convergéncia associados a técnicas de
continuacao.

A revisdo bibliogréfica seré realizada para situar o leitor acerca dos seguintes assuntos:
medidas de deformacdo, ndo linearidade fisica, ndo linearidade geométrica, tipos de analise,
problema estrutural, método posicional de Elementos Finitos, método corrotacional de
Elementos Finitos, métodos de solucao e técnicas de continuacao.

Na sequéncia, serdo apresentados e resolvidos problemas cléssicos de treli¢as planas e
espaciais encontrados na literatura por meio do codigo computacional desenvolvido pelo autor,

com o objetivo de valida-lo e testar a sua a sua eficiéncia.
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3 REVISAO DA LITERATURA

3.1 SISTEMA ESTRUTURAL DO TIPO TRELICA

As trelicas espaciais sdo um dos sistemas estruturais mais eficientes e utilizados em
projetos na atualidade e, devido a sua grande resisténcia, podem sustentar consideraveis
carregamentos utilizando uma menor quantidade de materiais. Desde o inicio do seu uso
comercial, os sistemas trelicados tém se tornado cada vez mais populares, especialmente em
grandes areas abertas com poucos ou nenhum apoio intermediério (SECER, 2009).

A pesquisa sera focada na analise do elemento estrutural de trelica. O sistema estrutural
trelicado (que usa trelicas) € um arranjo estavel de barras delgadas interligadas. As barras sdo
conectadas por pinos sem atrito de forma que nenhum momento possa ser transmitido pela
conexd@o. Desse modo, as trelicas caracterizam-se por ser um arranjo de barras que somente
transmitem forca axial, mas podem estar sujeitas a momento fletor, se submetidas a acdo de
forcas inerciais (LACERDA, 2014).

As trelicas podem ser classificadas em planas (2D) ou em espaciais (3D). Segundo
Souza (2003), as trelicas tridimensionais sd0 um caso particular das estruturas reticuladas
tridimensionais, sendo formadas por duas ou mais malhas planas, em geral paralelas,
conectadas por meio de diagonais e/ou montantes.

Apesar do conceito de ligacdes sem atrito para as trelicas e das analises serem feitas
levando isso em consideracdo, as ligacOes executadas através de rebites, soldas ou parafusos
conferem uma pequena rigidez na ligacdo, transmitindo forca cortante e momento fletor entre
as barras. No entanto, Leggerini e Kalil (2010, p. 2) garantem que esse efeito € minimo:
“Estudos realizados demonstram que, desde que todas as barras tenham seus eixos no mesmo
plano e que estes eixos se encontrem em um Unico ponto em cada nd, os resultados reais diferem
muito pouco dos resultados obtidos pela teoria [...], sendo ela valida do ponto de vista préatico.”

Trelicas quando submetidas a grandes cargas apresentam nao linearidades geomeétricas
e estas frequentemente contém certos pontos criticos chamados de snap-through (ponto critico
em relagdo a carga) e snap-back (ponto critico em relacdo ao deslocamento) que estdo
relacionados com a instabilidade da estrutura. Obter os pontos criticos e o caminho de equilibrio
dessas trelicas requer estratégias numéricas especiais. Uma das estratégias mais utilizadas é o
método do comprimento de arco originalmente criado por Riks (1972, 1979) e Wempner
(1971).

Quando a estrutura trelicada é carregada, ela se deforma para uma posicdo diferente da

sua configuracdo original. Durante esse processo acontece com um elemento individual da
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trelica (elemento de barra ou elemento de trelica, que transmite apenas esforgcos axiais) trés
coisas: 0 elemento rotaciona, translada e se deforma. Os deslocamentos globais dos n6s de um
elemento de trelica contém informacdes sobre como o elemento rotacionou, transladou e
deformou (YAW, 2009).

A capacidade Gltima de carga de um sistema estrutural de trelica ndo pode ser
simplesmente determinada pela analise linear convencional. Nos Gltimos anos tem crescido o
interesse na qualidade e capacidade de técnicas de analise que considerem tanto a ndo
linearidade fisica quanto a geométrica para a estimativa da resposta da estrutura até a carga

maxima para os estados limites (SECER, 2009).
3.1.1. Formulacéo Corrotacional de Elementos Finitos de trelicas Planas e Espaciais

Segundo Yaw (2009), a formulacdo corrotacional busca separar 0s movimentos de
corpo rigido da deformacao local da barra. Isso € feito considerando um novo referencial, um
sistema de coordenadas locais para barra, que se rotaciona e translada juntamente com o
elemento. Para trelicas planas (2D), a origem desse sistema de coordenadas é o ponto inicial do
elemento com o eixo X ao longo do eixo do mesmo e o eixo Y perpendicular ao eixo X
formando um sistema de coordenadas ortogonais baseado na regra da méo direita. Em relacéo
a esse sistema de coordenadas, a rotacdo e a translacdo do elemento € nula, tendo-se apenas
deformacéo dos n6s em relacdo ao eixo X.

Considerando um tipico elemento de barra de trelica em sua forma inicial e atual (ou
deformada), como mostrado na Figura 3.1, para o elemento na configuracdo inicial, as
coordenadas globais dos nés sdo (X,,Y;) paraond 1 e (X,,Y,) para o n6 2. E 0 comprimento

inicial da barra pode ser calculado por:

Lo =V (X — X2+ (Y, — 1;)? (1.1)
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Figura 3.1 - Configuragdes inicial e atual para elemento de trelica 2D

Vya

g Ly — 9}

Nl - ~“7”;Z)ﬂ1n101a1

A X, ') N
‘;{ 1IX1 XZI);' 2 L

Fonte: Adaptado Yaw (2009)

Para o elemento de trelica em sua configuracdo atual, as coordenadas globais dos nés
S0 (X1 + vy, Y1 + vy) paraoné le (X, + vy, Y2 + vy,2) para o né 2 onde, por exemplo, v,

é o deslocamento global do n6 1 na direcdo X. O comprimento atual do elemento de trelica é:

o \/((Xz +vx2) = (X1 + 021))? + (2 +y2) — (1 + vy1))2 (1.2

As relacBes entre varidveis globais e locais sdo necessarias para calcular a deformacéo
axial local do elemento de trelica. A deformacdo axial local é usada para calcular as forcas
internas do elemento de trelica no sistema de coordenadas locais. A deformacdo axial do
elemento de trelica no sistema local de coordenadas, d, é dado por:

d=L—-1Lg (1.3)

Perceba que L e L, sdo calculados em termos de variaveis globais (as coordenadas
iniciais e o atual deslocamento dos nos). E necessario achar a relagdo entre as forgas axiais no
sistema de coordenadas locais e globais. Porém, tal relacdo acontece naturalmente quando se

procura a matriz de rigidez tangente da estrutura que sera mostrado mais a frente nesse trabalho.



25

O sistema de coordenadas globais permanece fixo durante o desenvolvimento da
formulagdo corrotacional. Entretanto, um sistema de coordenadas locais é colocando em cada
elemento da trelica. Esse sistema rotaciona junto com o elemento de trelica conforme o conjunto
(sistema estrutural trelicado) se deforma. O angulo atual do sistema de coordenadas local em
relacdo ao global de um elemento é denotado por . Na formulacéo para trelicas planas é
interessante calcular o seno e 0 cosseno atuais desse angulo e isso pode ser feito em termos de

coordenadas globais, como segue abaixo:

(X, + Vyy) ; (X; + Vyq) i = (Y, +vy,) Z (Y; +vy1) (1.4)

cosy =

Para acharmos agora a matriz de rigidez tangente, retomaremos que a energia potencial,

U, de um elemento de mola € escrito por:

U(d) = %kdz (1.5)

Nesse caso d é o deslocamento axial da mola (ou do elemento de trelica) e k € a rigidez
da mola (ou do elemento de trelica). Para o caso de elementos de trelica a rigidez pode ser
escrita como EA/L,, onde A é a area da secdo transversal e E é o modulo de elasticidade do
material. Seguindo, definimos um vetor de deslocamentos globais dos nos para um elemento

tipico de trelica como:

Vx1 (1.6)

O vetor de forcas internas f, global é encontrado tomando a derivada da energia

potencial em relacdo ao vetor deslocamento global dos n6s como segue:



26

— ad -
0V,
ad
au 0Vy1
f9= 5, =kl 54 1.7
0V,
ad
[0y, ]
Definindo agora a forga axial em um elemento de trelica como:
AE
N =kd =—d (1.8)
Lo
Para acharmos as derivadas parciais, observamos o exemplo abaixo.
od OJd(L-L oL
_ ( 0) _ (1.9
0V, 0V, 0V,
Entdo, usando a equacdo (1.2), podemos mostrar que:
oL oL 110
o cosd),avy1 = —siny (1.10)
oL oL 111
P cosd),avy2 = siny (1.11)
Sendo assim, podemos usar essas expressdes em (1.7) como:
—cosy
. —siny
fg=N cos (1.12)
siny

Essa Ultima relacdo expressa as componentes globais da forca em um elemento de trelica
em funcgéo das forcas internas locais, N. Essa € uma relacdo importante para a construcdo do
vetor de forgas internas no sistema de coordenadas globais. Na formulacgdo tradicional para
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elementos de trelica, a relacdo entre as forgas globais e locais é em alguns casos escrita como
(YAW, 2009b):

(1.13)

a o o
c>2c>|2

onde o resultado é idéntico a (1.12) e T é a matriz de transformacao tradicional.
A rigidez tangente é encontrada tomando a segunda derivada da energia potencial em
relacdo ao vetor de deslocamento nodais globais, como segue:

T 9%d
g ge_ 1.14
av) +kd = = Ky + Kg (1.14)

0%U B of B 0 ( 6d) ad (6d
v

vz v ov =k%

A matriz de rigidez tangente é composta por dois termos, a rigidez do material, K,;, e a

rigidez da geometria, K ;. Fazendo substituicdo na expressao da rigidez do material, temos:

—C

_AE|_g

M_L_O

[-c —s ¢ 5] (1.15)
s

onde o vetor coluna e o vetor linha sdo multiplicados entre si como o produto de um tensor que

resulta em na expresséo padréo de rigidez global de um elemento tipico de trelica:

1B c? sc —c? —sc
2 . .2
Ky=—| 5¢ S s¢ =S =T1TKT (1.16)
L 2 2
o|—c? —sc ¢? sc
—sc —s? sc s?

Onde T € a matriz de transformacédo padrdo mostrada anteriormente e K € a matriz de
rigidez tangente local dada por:



e[ L0 1o
_AEl 9 0 0 0
K=T-1-1 o 1 o

00 00
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(1.17)

Para acharmos a matriz de rigidez geométrica precisamos determinar a segunda derivada

de d em relagéo a v. Notando que:

92d _ 9%L
ov: 2
Entdo, podemos mostrar que:
0%L s? 0°L c? %L —cs .
= =, = ) etc.
vy,  L'0v), L 0vx0vy, L
N c? sc —c? —sc
2 2
K.=2| sc s —sc —s
C7 L|=c? —-sc % sc
—sc —s? sc s?
N 0 0 0 0
(Nlo 1 0 -1
Ke=T"\Tlo o o ol|T
0 -1 0 1

A expressdo da matriz entre parénteses acontece por

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

considerarmos pequenas

deformac6es. Considerando o efeito geométrico de grandes deformacgdes a matriz de rigidez

geométrica tradicional obtida é:

L0 1o Lo
_afNlo 1 0o —1\._Nl o 1
Ke=T\71-1 o 1 ol]T=7l-1 o
0 -1 0 1 0 -1

0
2 _é (1.22)
0 1

Com a expressao final, observa-se que a matriz de rigidez geométrica ndo varia com a

rotacdo, ou seja, ela é idéntica para coordenadas globais e para coordenadas locais.

Serd apresentado agora a formulacdo corrotacional para elementos tridimensionais

(elementos no espaco) seguindo o trabalho de Yaw (2011). Para tal,

que descreve um elemento de treli¢a no espaco.

observemos a figura 3.2,



Figura 3.2 - Configuragdes inicial e atual para elemento de treliga 3D

A7 Sistema de coordenadas
locais com e; ao longo do
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Fonte: Adaptado de Yaw (2011)

para o né 2. E o comprimento inicial da barra pode ser calculado por:

Lo =Xy = X)2+ (Y, — V)2 + (Z, — Z)?

elemento de trelica é:

L= /L21+L§+L§
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Similar a formulacdo ja expressa para elementos em duas dimensdes, para o elemento

na configuracao inicial, as coordenadas globais dos nos sdo (X4, Y;,Z,) paraond 1le (X,,Y,, Z5)

(1.23)

Para o elemento de trelica em sua configuracdo atual, as coordenadas globais dos nos
S80 (Xy + Vy1, V1 + vy1,Z1 + V) PAraonod 1 e (X; + vy, Y2 +vy2,Z; + v5,) para 0 no 2

onde, por exemplo, v, é o deslocamento global do n6 1 na direcdo X. O comprimento atual do

(1.24)
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onde Ly =X +vy)— X1+ ve) La=Ya+vy,)— (Vi +vy)els =(Z, +
v,,) — (Zy + v,). Note que Ly, L, e L; sdo simplesmente a distancia entre os nés 1 e 2 do
elemento de treliga nas dire¢des globais X, Y e Z, respectivamente.

RelacBes entre as deformacBes locais e globais sdo necessérias para calcular a
deformacéo axial do elemento de trelica. A deformacéo axial € necessaria para se calcular as
forcas internas em coordenadas locais. A deformacdo axial de um elemento de trelica

tridimensional sera chamada de u; e sera calculada por:

1213 (1.25)

=L —Ly=— 0
“ T T+ 1L,

Onde a ultima parte tem uma condi¢do computacionalmente melhor ja que a diferenca
entre L e Ly, possivelmente serd pequena. Note que L e L, s&o calculados em termos de variaveis
globais. No caso de elementos de trelicas essas relacdes, que permitem a extracdo da
deformacéo local, sdo relativamente simples. Entretanto, no caso de vigas, cascas e sélidos, a
relacdo ndo é necessariamente tdo simples. Também é necessario encontrar relacdes entre as
forcas axiais locais e globais. Tais relaces aparecem naturalmente no processo para encontrar
a matriz de rigidez tangente.

O eixo x do sistema de coordenadas local é descrito pelos angulos que o elemento de
trelica faz na configuracdo atual com os eixos das coordenadas globais. Os angulos g4, 8, e B3,

da trelica na sua configuracao atual, conforme figura 3.2, séo definidos por:

—1, cosf3, = —2, cos B3 = TB (1.26)

cosfB; = I I

Para encontrar a matriz de rigidez tangente consistente de variagdo & necessario primeiro
encontrar a relacdo de variacdo entre os deslocamentos locais e globais e em um outro momento
a relagdo entre as forcas axiais locais e globais. Essas duas relagfes sdo necessarias para que se
consiga derivar a matriz de rigidez tangente consistente de variagéo.

Considerando um pequeno movimento dd,; = dd, — éd,; da configuracdo atual

mostrada na figura 3.3, onde:
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Ux1 Ux2 1.27)

Vz1 Vz2

Usando o produto escalar, encontramos as componentes de éd,; ao longo da direcéo

e;. Queé:

cos [ T
Su; = eldd,, = {cos ,82} 8d,, (1.28)
cos f33

Onde e; € o vetor unitario ao longo da linha desenhada entre os nés da trelica na
configuracdo inicial. Escrevendo ¢; = cos 81; ¢, = cos B, ; ¢3 = cos 3. A equacdo 1.28 pode

ser reescrita como:

cos By (OVxz — Oy
Su; = {cos BZ} 8Vyy — 6Vy1 ¢ = —C16Vyy + €18Vyy — €201y + €20V, — €38V, + €36V, (1.29)
cos B3 67722 - 61721

Figura 3.3 — Pequeno movimento em relacdo a configuracéo atual
A Z Barra com pequeno

movimento em relagdo
a configuragdo inicial

A +4dy; =B

A:Le1

Configuracdo Atual

Fonte: Adaptado de Yaw (2011)
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= —C10Vx1 — 20Uy — €30V, + €10Vx; + €20V + €36V, (2.30)
= (—cq,—C3,—C3,C1,C2,c3)0p = 1T 8p (1.31)
O vetor p contéem os deslocamentos globais, ordenados de maneira padrédo como:
p’ = (be Uy1, V21, Ux2, Vy2, Uzz) (1.32)
Onde, a variagdo da deformacdo local que produz deslocamentos é:
Sp, =6u, =rTép (1.33)

Usando o equivalente ao principio dos trabalhos virtuais no sistema de coordenadas

locais e globais e usando a equacédo 1.33, segue:
8pyq; = N;u; = 8pl,q;; = (r"6p,)" q; = Spirqy (1.34)

onde o subscrito v detona quantidades virtuais, o subscrito [ denota quantidades locais e q;
vetor de forcas globais nodais para o elemento de trelica i, As forcas nodais globais, q;, séo
ordenadas como o vetor de deslocamentos globais p. Tomando 6p,, como arbitrario na equacao
1.34:

q; = qur (1.35)
AE
Onde q;; = Nl' = (Z> ug.
Tomando a variacao de 1.35:
8q; = 6qur + q;;617 = K 6p + K;6p (1.36)

Onde K, é a matriz de rigidez tangente transformada e padronizada do elemento de
trelica global e K, é a tensdo inicial ou matriz de rigidez geométrica.

Diferenciando q;; chega-se em:
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AE \ AE _ AE
5q; = 6N; = & (—ul> =2 s, = 2T sp (1.37)
Ly Ly Ly

Substituindo (1.37) na primeira parte de (1.36):

AE AE
Squr = (—rTcYp) r=—rriép (1.38)
Lo Lo

Agora, comparando (1.38) com (1.36) é demonstra-se que:

AE
K, =—rmrrT (1.39)
Lo

Onde rrT é um produto tensorial que pode ser denotado por r @ . Isso é equivalente
a dizer que rr” é uma matriz quadrada com termos a;; = ;7.
A rigidez geométrica vem do segundo termo da primeira parte de (1.36). Tomando a

variacdo de r:
Or = (—8cy, =8¢y, —8c3,8¢4,8¢,,8¢3)T (1.40)
Para determinar &c,, 8c,, 8¢, considerando a figura 3.3, observe que:
B=A+6d,, e A=Le, (1.41)
Vetores unitarios nas direcGes de A e B s&o:

A A, As B, B, B,

i+ iyt iy e U= —ip iy +
TRV The "1Blt Bl |B]

= a

is (1.42)

Observemos que as componentes do vetor unitario sdo 0s cossenos dos angulos da
direcdo dos respectivos vetores A e B. Observemos também que para mudanca infinitesimal
&d,, de A para B as relagfes para o comprimento séo |A| = |B| = L. Além de que, durante a
pequena mudanca do vetor A para o vetor B a primeira componente de u, se altera para a

primeira componente de ug. Essa mudanca é a variagdo no coseno em ¢, que é:
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Bl A1 _ A1 + 6vx2 - 6Ux1 Al _ 6vx2 - 6vx1

—_t_-1 1.43
A Ultima expressdo pode ser expressa na forma alternativa:
(OVx1)
6vy1
1 ov
5c; =—[- A 1.44
clL[100100]50x2 (1.44)
8vy,
\6v,,/
De modo similar:
Svy, — 6
5c, = OYy2 = OVy1 (1.45)
L
S, = w (1.46)

Os resultados de (1.45) e (1.46) podem ser escritos na forma de (1.44) de modo que a

substituicdo em (1.40) resulta:

1 (OVx1)
| Ovyq
| 0V,

OV,
J Svy,

\OV,,/

v~

(1.47)

OO RO O R

Com isso, o0 segundo termo da primeira parte de (1.36) se torna:
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1 0 0 -1 0 o (6Vx1)
|l o 1 0 o -1 of|%%n
_@| 0 0 1 0 0 —1| O0vs | _
q;0r = -1 0 0 1 0 0 <6vx2 > = K;;0p (1.48)
ll 0 -1 0 0 1 0J| Svys
o 0o -1 o o 1l{s

Onde K;, € a matriz de rigidez geométrica. Finalmente, usando (1.36), a matriz de

rigidez tangente consistente de variagdo é:

KT - Ktl + Kta (149)

3.1.2 Formulacéo Posicional de Elementos Finitos de trelica Planas e Espaciais

O elemento de trelica mostrado na figura 3.1. As coordenadas (X;,Y;) e (X3, Y,)
representam a configuracdo inicial do elemento de barra (também conhecido como coordenadas
de referéncia). Apo6s uma mudanca de configuracdo devido a deslocamentos da trelica, a barra
passa a ter novas coordenadas (x;,y;) € (x3,v,). O comprimento inicial (ou referencial) e 0

comprimento atual da barra sdo, respectivamente:

Lo =+ X, — X)2 + (Y, — ¥;)? (1.50)

L =0 —x)%+ (v, —y1)? (1.51)

No Método dos elementos finitos, é til reunir as novas coordenadas em um vetor dado

por:
— T
X = [Xq, X, X3, X4] (1.52)
Onde os “x” no vetor sdo as coordenadas como segue abaixo:

X1 = X1:X2 = YV13X3 = X2, X4 = Y2 (1.53)
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A barra tem &rea de secdo A na configuracdo inicial e &rea de secdo a apds a mudanca
de configuracédo. Entéo:

V = AL, (1.54)
v=al (1.55)

onde V e v sdo o volume da configuracéo inicial e o volume apds a mudanca de configuracao
da barra, respectivamente.
A energia potencial total tem a forma:
N=U-P (1.56)

onde U é a energia de deformacao e P é a energia potencial das forcas externas aplicadas, sendo

dada por:

p= z fix; = fTx (L57)

tal que f; é a forca externa aplicada na direcdo da coordenada x;. A energia de deformacéo €
dada por:

U= f wdv (1.58)

em que u € a densidade de energia de deformacdo. Considerando um material isotropico,

homogéneo e elastico, entdo, de acordo com a lei de Hooke, tem-se:
u= —Egz (159)

onde E é o mddulo de elasticidade e € ¢ uma medida de deformagéo. Entdo, tem-se:

1 1
U= f LEe2qV = ~EALs? (1.60)
) 2
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O principio da energia potencial minima declara que a configuracdo equilibrada
corresponde a um valor minimo da energia potencial total. Em outras palavras, a configuracdo
equilibrada é obtida requerendo que todas derivadas parciais em relagdo as coordenadas x; se

anulem:

on _ au

= _f = =1, ... 1.61
ax. = o fi=0, parai=1,..,4 ( )

E escrevendo na forma matricial, tem-se:

oU

L —g—f = 1.62
I q—-f=0 ( )
onde:
ou
. 1.63
1 ox ( )

é o vetor de forgas internas.

A expressdo (1.62) representa o sistema equagdes de equilibrio. Este sistema é ndo linear
e pode ser resolvido pelo método de Newton-Raphson.

Para ser tornar adequado ao método de Newton-Raphson, o sistema (1.62) € rescrito da

seguinte forma:

g=q-f=0 (1.64)

em que g é o vetor de forcas residuais. Desta forma, 0 método de Newton-Raphson é dado pela

seguinte férmula iterativa:

Axi = —Kt_lgi (165)
Xiy1 = X + Axi (166)

Onde K, € a matriz de rigidez tangente.
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No desenvolvimento da formulacdo, algumas expressdes como o gradiente do
comprimento da barra serdo Uteis. Primeiramente serd obtido a formula do gradiente do

comprimento da barra ao quadrado porque elimina a raiz quadrada, ou seja:

dL? 0
9x  ox [(x2 = x1)% + (v — ¥1)?] (1.67)
Entéo:
dL?
—=2d (1.68)
ox
Em que:
d=[x3 —X3,Y1 — Y2, X3 — X1, Y2 — }’1]T (1.69)

Para calcular o gradiente do comprimento da barra, considere a seguinte relagao:

aL? oL
R § S 1.70
0x 0x (1.70)
Entéo:
2
oL _ 1017 (1.71)
Ox 2L ox
Logo:
JL 1
—==d 1.72
ox L (1.72)
Agora, obteremos a formulagéo utilizando a deformacéo de engenharia:
L—L,
€p = (1.73)
LO

Determinando o gradiente de deformacéo de engenharia:



9x  ox Lo Ly, 0x
Aplicando 1.72, obtém-se:
deg 1
ox Lyl

Substituindo a deformacéo em (1.60), obtém-se a energia de deformagéo:

1 1
U= f —Ee2dV = —EALye?
) 2

Entdo o vetor de forcas internas é dado por:

oU EAL, o2 _EAL deg
ox 2 ox 0%E 5y

q=

Aplicando (1.75), obtém-se:

_ EAeg d

A matriz de rigidez tangente é dada por:

aq EAe; od
tTox L ox

&g
L

+ FAd® -~ [

Aplicando a regra do quociente do célculo, obtém-se:

EAs. od 9epy ., oL
€ x €6 9x

+EAd® | &X— 9%
tT T ax d 12
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(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)
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Aplicando (1.75) e (1.72), obtém-se

1 Ld L—-L, 1 d
_EAs 0 | ppae| el Lo L7\ _EAs0d EA o (1.81)
t — L ax LZ - L ax L3 .
Entdo tem-se:
EA Aoy

onde gz = E¢g € a tensdo normal na barra. Na expressao (1.82), a matriz de rigidez tangente
esta decomposta em duas matrizes. A primeira representa a contribuicdo devida a geometria da
estrutura. Nota-se que esta contribuicdo é ndo linear. A segunda matriz € a matriz de tenséo

inicial.
3.2 TIPOS DE ANALISE ESTRUTURAL

Nos itens abaixo seré feita breve explanacdo sobre os tipos de analises realizadas nos

estudos sobre estruturas.
3.2.1. Andlise Linear

Analise linear de estruturas ¢ quando o deslocamento de um ponto apresenta uma
relagdo linear de proporcionalidade ao carregamento aplicado na estrutura. Anélise linear é
valida em regime elastico e regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformacoes.

Em alguns casos, 0s projetos de estruturas ainda sdo desenvolvidos considerando a
geometria da estrutura perfeita e utilizando a analise elastica linear. As equacdes de equilibrio
sdo formuladas baseando-se na configuracéo inicial indeformada da estrutura e assume-se que
as deformacdes, deslocamentos e rotacdes sdo pequenas. Uma desvantagem da analise eléstica
linear consiste em sua incapacidade de retratar o comportamento real de estruturas sob
condigdes ndo usuais de carregamento ou de carregamento limite. No entanto, face o aumento
de esbeltes, as estruturas podem apresentar comportamento nédo linear relevante antes mesmo

de atingirem seus limites de resisténcia (SILVA, 2016).
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3.2.2. Analise néo linear geométrica

Para estruturas esbeltas, é necessario levar em conta os deslocamentos causados pelos
esforcos gerados apos a aplicacdo do carregamento pois 0s mesmos podem influenciar de modo
significante no equilibrio final da estrutura. Quanto maior o deslocamento, maior sera a
influéncia. Levando em consideracao grandes deslocamentos, a anélise linear ndo é adequada,
fazendo-se necessaria uma analise mais aprofundada da estrutura onde é considerada a posi¢éo
deslocada da estrutura, a saber, analise ndo linear geométrica (OLIVEIRA et al. 2017).

Uma maneira simplista de se explicar analise ndo linear geométrica é imaginarmos uma
estrutura sendo carregada por etapas e, a cada etapa, a cada incremento de carga, até a carga
final de projeto, essa estrutura sofre um deslocamento de seus n6s ou rotagdo nos mesmos até
que, ao se aplicar a carga total da estrutura, a geometria dela ja € diferente da geometria inicial.

De acordo com Trinh e Jun (2021) em uma analise ndo linear geomeétrica, deve ser feito
um carregamento incremental e iterativo na estrutura para que se tenha uma melhor

compreenséo das suas deformagoes.
3.2.3. Analise néo linear fisica

A ndo linearidade fisica esta diretamente associada ao comportamento mecanico dos
materiais constituintes da estrutura. Em algumas situagdes, pode existir uma degradacédo da
resisténcia do material, que passa a ndo apresentar comportamento elastico linear (ndo segue a
lei de Hooke). Esse comportamento pode ser representando no aco, quando 0 mesmo atinge
uma tensdo de escoamento e passa a ter um comportamento elastoplastico (perfeito ou com
encruamento) e ser representado no concreto pelo aparecimento de fissuras e 0 comportamento
da mecénica do dano. Assim, a perda da capacidade resistente da estrutura durante a analise
deve ser considerada de forma que, a partir de certo valor do carregamento aplicado, alguns
elementos ou partes que a compdem perdem a capacidade de recuperar a sua forma inicial
quando descarregados, acumulando deformacdes permanentes chamadas deformaces plésticas
(LACERDA, 2014; SILVA, 2016). Gaur e Srivastav (2021) apontam que essas deformacdes
podem ser de grandes proporcdes e esse efeito deve ser levado em conta quando a estrutura esta

sendo analisada.
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Figura 3.4 — Tipos de diagramas tensdo x deformacéo para andlise néo linear

fisica
Ca Ca
s % t
elastoplastico eg;t;:'a;nen .
perfeito P
.4 »
5
(a) (b)
Oa “a
encruamento
negativo
exponencial
encruamento
negativo
4 4
() (@

a) elastoplastico perfeito; b) encruamento positivo linear; ¢) encruamento negativo linear; d)
encruamento negativo exponencial. Fonte: Adaptado de Rodrigues (2011)

3.3 MEDIDAS DE DEFORMACAO

No presente capitulo, sera apresentado como se chega ao vetor de forgas internas e as
matrizes de rigidez utilizando-se diversas medidas diferentes de deformacao.

Menin (2006) apresenta a formulacéo e o desenvolvimento para se chegar ao vetor de
forcas internas e as matrizes de rigidez, considerando a formulagdo corrotacional, para as
deformacdes de Engenharia, Green-Lagrange, Biot e Almansi.  Ja Lacerda (2014) apresenta
também o vetor de forca e as matrizes de rigidez, porem considerando a formulagéo posicional
de elementos finitos, para as deformacdes de Engenharia, Green-Lagrange e Logaritmica, essa

ultima considerando ou ndo, a mudanca de volume dos elementos.
3.3.1. Deformagéo de Engenharia

Para a deformac&o de engenharia, j& foi mostrado na se¢do 3.1.2. como encontrar o vetor
de forcas internas e as matrizes de rigidez. Abaixo, apenas retomam-se as equacdes ja expostas

naquele item.



O vetor de forgas internas é dado por

_0U _EAL ag,f-_EAL O
T=5x~ "2 “ox 0% 5

A Matriz de rigidez tangente é dada por:

_EASE ad+EAd® a [SE
7L ox oxlL
EA  Aog
Kt:L—3 +TC

3.3.2. Deformacéo de Green
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(3.1)

3.2)

3.3)

(3.4)

Nesta secdo, serdo desenvolvidas expressdes para o vetor de forcas internas e a matriz

de rigidez tangente do elemento de trelica usando a deformacéo de Green:

1 —I2

E =
“7 212

(3.5)

Comecaremos determinando a expressdo do gradiente da deformacdo de Green que sera

usado no desenvolvimento da formulag&o.

deg 0
ox 0x

Aplicando (1.68), obtém-se

212 212 Ox

12 —L%)l 1 912

deg 1
ox I3

(3.6)

(3.7)
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Substituindo a deformacéo de Green em (1.60), obtém-se a energia de deformagéo:
1
U= EEAL&?; (3.8)

Entdo o vetor de forcas internas é dado por:

oU EAL, 0&? 0eg
- = G _ _¢ 3.9
— BT EALye. — (3.9)

q

Aplicando (3.7), obtém-se:

_ EASG d
Ly

q (3.10)

A Matriz de rigidez tangente é dada por:

( _EA_od EA 0 -
t T, Cax T 1L, 0x '

Aplicando (3.7), obtém-se:

EA odd EA
t = L_OSG£+L—%d ®d (3.12)

Entdo tem-se:

_ EA AO'G
0 0

Onde o, € atensdo na barra e

B=dQ®d (3.14)
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o 1 -1 0
_9d 1o 1 0 -1
c==—=1_1 o 1 o (3.15)

Na expressao (3.13), a matriz de rigidez tangente estd decomposta em duas matrizes. A
primeira representa a contribuicao devida a geometria da estrutura. A segunda matriz € chamada

de matriz de tensao inicial.
3.3.3. Deformacéo Logaritmica

A deformacdo Logaritmica é dada por:

g =1In (Lio) (3.16)

Comecaremos determinando a expressdo do gradiente da deformacéo Logaritmica:

de, 0 [l (L)]_laL (317)
ox _ox|l"\1,/]1 T Lox '

Aplicando (1.68), obtém-se

de 1
a_xL = L_Zd (3.18)

Substituindo a deformacédo Logaritmica em (1.60), obtém-se a energia de deformacéo:

1
U =5 EALe (3.19)

Entdo o vetor de forcas internas é dado por:

_0U EAL, 0¢f EAL de;
T=5x~ "2 ox 086 5

(3.20)

Aplicando (3.7), obtém-se:



46

EALy¢;
q=—7 d (3.21)
A Matriz de rigidez tangente é dada por:
EA od g
Ky = e ——+EALyd ®— [Lz] (3.22)
Aplicando (3.18) e (1.68), obtém-se:
1 2
EALye, 0d zdl" —e2d
K= —F5— o+ EALd ®| *——F7——
(3.23)
_ EALee, 0d EALO
R (1—2¢,)d®d
Entdo tem-se:
EAL ALyo
K=~ (1-2e)B+—7—C (3.24)

Onde o, = E¢; € atensdo na barra.
3.3.4. Deformacéo Logaritmica com Mudanga de Volume

A deformacdo logaritmica é adequada para grandes deformacdes. Nestes casos, dever-
se-ia considerar também a mudanca de volume causado pelo efeito do coeficiente de Poisson.
A Figura 3.5 mostra uma barra de raio r que muda de volume apds a deformacgdo. Apds uma
deformacéo infinitesimal de = dL/L, a nova area da barra é a + da.

Usando o coeficiente de Poisson é possivel determinar esta nova area que é dada por:

a+da=a(l—vde)? = al[l —2vde +v?de?] (3.25)



Figura 3.5 - Mudanca de Volume da Barra
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Fonte: Adaptado de Lacerda, 2014

Desprezando os termos de alta ordem, tem-se

a+da=a(l-2vde)

da = —2avds

A equacdo diferencial separavel (3.27) pode ser resolvida da seguinte forma:

Cda a Lar
—=—f 2vdse = -2v | —
A a A L, L

Logo,

Entao,

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

47
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Aplicando a deformacéo logaritmica na equagao dos trabalhos virtuais, tem-se

J-O-L(SEL dU - 6fo = 0

(3.31)
0 T
faL (ﬂ) Sxdv — 8xTf = 0
0x (3.32)
0
5foaLﬂdu _SxTf =0
0x (3.33)
de;
f o,—dv—f =
0x (3.34)
q-f=0
(3.35)
Onde,
J de; p
q= | o,——dv
" ox (3.36)
E o vetor de forgas internas.
Aplicando (3.18), tem-se
J Laav=k 1dfd e
q = g, — UVU=L&— U=
L7 L7 Lz (3.37)

Entao,

L (3.38)
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Aplicando (3.30), tem-se

LO 2v+1 EAgL
o= "
L Lo (3.39)

A matriz de rigidez tangente é dada por:

dq 0 [EasL ]: d [aeL d]

tza_a L oxl L (340)
E ad d
= agL — 4+ Ed® R [ﬂ
L ox oxLl L (3.41)

Desenvolvendo conforme ja foi feito para, por exemplo, a deformacéo logaritmica em
3.3.3.

Fae,0d  EA | _ 4 4 20)e,]d@d B+ 22 ¢
t = Fyoiareal K V)EL -
L 0x L3 L (3.42)

Entdo, tem-se

Ea ora
Kr=—5[1-(1+20)e]B +%c
(3.43)
Ou
EAL%Y o, ALY
K= 1—(1+42 B c
T J2u+3 [ ( + U)SL] + J2u+1 (3.44)

Onde o, = E¢; é atensdo na barra.
Quando v = 0,5, 0 volume é incompressivel e a formula (3.44) torna-se igual a formula
(3.24).



3.3.5. Deformacéao de Biot

A deformacao de Biot é dada por:

Segundo Menin (2006), o vetor de forcas internas € dado por:

_ EAegly
L

q

A matriz de rigidez tangente é dada por:

EA (313 — 2L,L ogAL
K, = — 0 0% ), %84%0
L L? L

onde oz = E&y é atensdo na barra.

3.3.6. Deformacéao de Almansi

A deformagdo de Almansi é dada por:

12— 13
212

&g =

De acordo com Menin (2006), o vetor de forcas internas é dado por:

EAg,l3
q=—7

A matriz de rigidez tangente é dada por:

EA <5L‘(‘, — 31212 ) . o AL

K, = —
L 214 12
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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3.3.7. Matriz de Rigidez Tangente para Diferentes Medidas de Deformagéo

A Tabela 3.1 resume as formulas obtidas para diferentes medidas de deformacao usando

a formulacdo corrotacional (MENIN, 2006). A tabela mostra as quatro matrizes de rigidez

tangente que foram obtidas neste capitulo.

Tabela 3.1 - Matriz de Rigidez Tangente Corrotacional

Deformacao Forca Interna Matriz de rigidez tangente
(Corrotacional) (Corrotacional)
Engenharia L—1L, EAeg EA Aoy
= = K,=—B+—
&g I q I u t =73 + I C
Green 1> —13 EAgg EA Aog
£, = ———— q= u K.=—B+—C
¢ 212 Lo L Lo
Biot L—L EAeggL, EA (313 —2LoL\ o0pAL,
g = q= u K.,=— +
L L L L? L
Almansi . 12— 12 _ EAgylL} N 7 5L% — 31312 N 0, AL%
A= 17T t= 2L 12

A Tabela 3.2 resume as formulas obtidas para diferentes medidas de deformacéo usando
a formulagéo posicional (LACERDA, 2014).
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Tabela 3.2 - Matriz de Rigidez Tangente Posicional

Deformacao Forca Interna Matriz de rigidez tangente
(Posicional) (Posicional)
Engenharia L—Lg EAeg EA Aoy
g &g = LO q= L Kt:FB-FTC
2 _ ]2 EAe EA Ao,
Green . P =1L q= G Ktz_B+_GC
¢ 212 Lo Ly Lo
Logaritmica L EALyeg, EAL, ALyo;,
g SL = ln (L_> q = LZ Kt = L4‘ (1 - ZSL)B + L2 C
0
itmi L 2v+1 EAL% AL
Logaritmica g, =2vin (L—> q= (L_ ) EAe K, = L2v+03 [1—(1+20)e,] B+ Uz2v+(1) c
(com mudanca ° L Lo
de volume)

i L—1L EALye L 2¢€ LoAc
Biot £y = - 0 q= LZO B K, = LOEA(L_;)_ L4B> OLz B ¢
Almansi L — 13 EAL%s, o (Lo® 3ea Lo2Acy

4= 1= Ke=lo EA(?‘F) 7 C

3.4 METODOS DE SOLUCAO

Metodologias eficientes de solucdo de sistemas ndo lineares devem ser capazes de

percorrer todo o caminho de equilibrio do sistema estrutural em andlise, identificando e

passando por todos os pontos singulares ou criticos (pontos-limites de carga e de deslocamento
e/ou pontos de bifurcacdo) que possam existir (LEON et al., 2011; PINHEIRO, 2004; SOUZA,

2017).

A equacdo que governa o equilibrio estatico de um sistema estrutural com
comportamento ndo linear geométrico é descrita por (MAXIMIANO; SILVA; SILVEIRA,

2014):

9g=AF,—Fi;; =0

(4.1)

Na qual g é o vetor de forgas desequilibradas ou forgas residuais, F, € o vetor de

referéncia que carateriza a dire¢do da forca externa, A € o parametro de forga e F;,,; é 0 vetor

de forcas internas.
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3.4.1 Método de Newton-Raphson Padréo e Modificado

O método de Newton-Raphson (também chamado de método de Newton, porém néao o
mesmo usado em otimizacéo) € um esquema usado para se obter a solucdo numérica de uma
equacdo na forma f(x) = 0, onde f(x) é continua e diferenciavel e sua equagdo possui uma
solucdo préxima a um ponto dado (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008). A Figura 3.6 ilustra a
solucédo pelo método:

Figura 3.6 - Método de Newton-Raphson

Y y=f(x) *--7
fxy) i
- re)/ |
olugio ! I
/() /: |
— X, X = X,

Fonte:(GILAT; SUBRAMANIAM, 2008)

O processo de solugdo comega com a escolha do ponto x1 como a primeira estimativa
da solucdo. A segunda estimativa, x2, € obtida a partir do cruzamento com o eixo X da reta
tangente a f(x) no ponto (x1, f(x1)). A estimativa seguinte, x3, é a interse¢cdo com o €ixo X
daretatangente a f (x) no ponto (x2, f(x2)), e assim por diante. Matematicamente, na primeira

iteracdo, a inclinagdo f '(x1) da tangente no ponto (x1, f(x1)) é dada por:

D—0
ooy = 222 “2)
Resolvendo (4.2) para x,:
X, = f(x1) (4.3)

D)
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A equacéo (4.3) pode ser generalizada para que a “proxima’ solugao x;,; Seja obtida a
partir da solucdo atual:

Xoes = i — f(x)
i+1 i f,(xi)

(4.4)

A equacdo (4.4) é a formula iterativa geral do método de Newton-Raphson. Ela é
chamada de formula iterativa porque a solucéo é obtida com a aplicacao repetida da equacao
(4.4) em cada valor sucessivo de i.

O método de Newton também pode ser deduzido a partir da série de Taylor. A expansao

em série de Taylor de f(x) em torno de x1 € dada por:

FO = £ + G ) Gex) o G = 2D Cey) @5)

Se x, é uma solucdo da equagdo f(x) = 0 e x; € um ponto proximo a x, , entdo:

1
flx) =0= f(x1) + (2 —x)f " (xq) + z(xz —x)?f"(xq) + - (4.6)

Considerando apenas os dois primeiros termos da série, uma solucdo aproximada pode

ser determinada resolvendo a (4.4) para x,:

X, =X G 4.7)

S

O resultado € o mesmo dado pela (4.4). Na iteracdo seguinte, a expansdo em série de
Taylor é escrita em torno do ponto x,, e uma solucdo aproximada x5 € calculada. A férmula
geral é igual aquela dada pela (4.4).

Na sequéncia, usaremos o exemplo classico da barra de trelica de (CRISFIELD, 1991)
para aplicacédo e exemplificacdo pratica do método, apresentada na Figura 3.7 a seguir:
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Figura 3.7 - Trelica com um grau de liberdade

Fonte: Adaptado de Lacerda, (2014)

A barra tem mddulo de elasticidade E e &rea de secdo transversal A. A equacgdo de

equilibrio vertical é dada por:
qw) —f=0 (4.8)
Onde q ¢ a forca interna na barra e f é a forca externa. Neste exemplo, g = N sin 6
sendo N a forca axial na barra. Assume-se aqui que 6 é pequeno. Portanto, tem-se:

N(a +u) ~N(a+u)

q(u) = Nsinf = I 7 (4.9)
O método Newton-Raphson é utilizado aqui para encontrar a raiz da fun¢éo:
gw) =qw)—f=0 (4.10)
Aplicando a equacéo (4.4) para a funcdo g(u) obtém-se:
Ui = w; — K g(w) (4.11)

Onde,
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d dq(u)

Ki=g'() = =l — f] === (412

Pois 4
u

au

Na mecénica computacional, K; é chamado de tangente de rigidez e g(u;) é chamado

= 0 uma vez que f é uma constante.

de forca residual ou forca de desequilibrio (do inglés, out-of-balance force). Contudo, é
importante distinguir a tangente de rigidez do método de Newton-Raphson com a tangente de
rigidez que esta sobre o caminho de equilibrio pois esta tem uma importante interpretagéo fisica
relacionada com a estabilidade da estrutura. J& a primeira pode ndo ter relacdo com o estado de
equilibrio até antes do método convergir, podendo tornar-se positiva, negativa ou zero durante
0 processo de convergéncia, sem que isto tenha relacdo alguma com a estabilidade da estrutura.

Frequentemente, a Equacdo (4.11) é apresentada desdobrada em duas:
Mu; = =Kt g(w) (4.13)
Ujp1 = U; + Ay, (4.14)
A Figura 3.8 a seguir mostra o0 método de Newton-Raphson de uma forma diferente,
mas equivalente, da que foi apresentada na Figura 3.6. A Figura 3.8 mostra 0 processo de

convergéncia para a interse¢do da curva q(u) com uma reta horizontal de altura f. Comecando

com uma estimativa inicial u,, obtém-se uma nova estimativa

U; = Uy + Auy, onde Auy = —K; g (up)
U, = Uy + Aug, onde Au, = —K;1g(u,)
Uz = Uy + Auy, onde Au, = —K{1g(uy)

E assim por diante.
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Figura 3.8 — Método de Newton-Raphson resolvendo a equacéo de equilibrio

|
Aug Auy Ay
[ >l e o
1 T g g
* : \
—g'{lfl) solugdo de
: : K, = d@' : : g=q- f =10
. = S H
—g(uo) : du|, 5
B : .' q(us3)
s ' '
O : :
q(uz)
_dq :
o du My
4:(“0) 6](3:11)
“In u.| 1;2 1;3 >

Deslocamento

Fonte: Lacerda (2014)

Segundo Gilat e Subramanian (2008), é necessario definir algum tipo de critério de
parada para que as iteracGes se interrompam préxima da solucdo real. Os autores apresentam
dois critérios comumente usados. O primeiro é o erro relativo estimado: as iteracdes param

quando o erro relativo € menor do que um valor de tolerancia (tol) pré-determinado:

u Au;
| 1 | —l < tol (4.15)

O segundo é a toleréncia em g(u;) que, quando seu valor absoluto for menor de que o

valor da tolerancia (tol) pré-determinado, as iteracfes param:
lg(u)!| < tol (4.16)
Na sequéncia, sera determinado para o problema proposto por Crisfield (1991) e exposto

acima, a tangente de rigidez. Considerando que a forca axial na barra € N = EAg, entdo a

tangente de rigidez, equacéo (4.9), é:

(4.17)
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Adotando a deformacdo de Green, equacéo (3.5), tem-se:

L2—1%2 (a+w)?+b?>—(a®+b?) ,a\,uy 11,2
= = = — — —_— 4.18
Y 212 (L) (L) +3 (L) (4.18)
E substituindo Z—z em (4.17) obtém-se
EA ;aN? EA{(2au+u?\ N
k=7@) T (77 )T (4.9

Em problemas com mais de um grau de liberdade, a tangente de rigidez torna-se uma
matriz chamada de matriz de rigidez tangente K. Deste modo, os trés termos do lado direito
da equacdo (4.19) podem ser interpretados do seguinte modo. O primeiro termo é chamado de
matriz de rigidez linear porque é constante, uma vez que € funcdo apenas da geometria inicial.
O segundo termo é chamado de matriz de deslocamento inicial e representa uma contribuicéo
geométrica e ndo linear. O ultimo termo é chamado de matriz de tensdo inicial e é importante
no estudo da estabilidade dos membros estruturais que estdo sujeitos a forgas compressivas
(BORST et al., 2012).

Agora, expandido o exemplo para o mostrado na figura 3.9, onde aplicaremos o método
de Newton-Raphson a um problema com dois graus de liberdade, tem-se duas equagfes de

equilibrio que, juntas formam um sistema de equagdes:

Figura 3.9 - Trelica com dois graus de liberdade

f2

f1 >

Fonte: Lacerda (2014)
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gl(uliuZ) = q1(u1;u2) _fl =0
92U, uz) = q2(ug, u) — f, =0 (4.20)

Onde,

g1 =Ncos8 =N

N(a + u,)

; (4.21)

G, = Nsinf =

O método de Newton-Raphson para mais de um grau de liberdade € deduzido de forma
similar a anterior. Aplicando a expansdo em série de Taylor (ja truncada) no sistema (4.21) no

ponto (uy ;, u,;), tem-se

ag ag
g1(uq,up) = 91(“1,1’:”21) + (ul - ul,i)_1 + (u; — uz,i)_1 (4.22a)
ouy ou,
P 09>
(U, uz) = go(ugpug;) + (U —ug ) m—+ Uy —uy) =—
g2\Uq, Uy 92( 1,i 2,1) ( 1 1,1) o1, (uz 2,i) ou, (4.22b)
Ressaltando que as derivadas séo calculadas no ponto (u, ;, u,;), tem-se que
99: _olgi—fil _da

Agora, aplica-se (4.23) nas equacles (4.22) e considera-se que g;(uq,u;) =0 e
g2(uq,uy) = 0 (pois procura-se a raiz). Depois, faz-se o rearranjo das equagdes (4.22) em

forma de matrizes e obtém-se

o0 04,
lgl(ul,i»uz,i)l __ ou; Ouy (U — ulﬂ']

4.24
92 (U100 Uz ) 3q; 0y |lu2 — Uz (4.24)

du; OJu,

Substituindo (uy,u,) por (uq 41, Uzi+1), Obtém-se a formula do método de Newton-

Raphson:
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Au; = —K;'g; (4.25)
U1 =u; + Aui (426)
onde,
ul =W U] (4.27)
_ [Ugi+1 T U
Au; = [uz,i+1 - uz,i] (4.28)
00 4]
0w, ou,| 9q(wy)
= = 4.2
=0, 0|~ o e
Jdu; du,
gl(ul)] [Ch(ui) - f1]
; =q; — 4.30
9i g2 (u;) q.(w;) — f> a7t ( )

Nota-se que a matriz de rigidez K, é a matriz jacobiana das forcas internas q e, mais a
frente nesse trabalho, sera mostrado que ela ¢ também a matriz hessiana da energia de
deformacdo. Em estruturas com comportamento linear, o valor de K, € constante sendo
chamado simplesmente de matriz de rigidez K sem o subscrito t. Ambos K e K, relacionam
pequenas variacoes de cargas ou forgas com pequenas variacdes de deslocamentos.

Computacionalmente, a Equacdo (4.25) néo é resolvida determinando a inversa K;1. A
expressdo K;! foi usada apenas por simplicidade notacional. No computador, é resolvido o

sistema linear correspondente
gi — —KtAul- (431)
em geral, através da fatoragcdo de K, usando decomposicdo LU. Descri¢des de decomposicdo

LU s&o encontradas em livros texto de métodos numéricos como por exemplo Chapra e Canele
(2008)
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3.4.2 Método de Potra-Ptak

Os autores Potra e Ptk (1984) desenvolveram um método de dois passos baseado no
método de Newton-Raphson, que consiste de duas avaliacdes da funcdo dada e de apenas o
calculo de derivadas de primeira ordem. Com convergéncia cubica e um indice de eficiéncia
maior que o do método de Newton-Raphson (SHARIFI; BABAJEE; SOLEYMANI, 2012), o
esquema iterativo para 0 método de Potra-Ptak adaptado neste trabalho ao problema estrutural

é dado pelas seguintes equactes (SOUZA, 2017):

y® = w0 4+ [K(u®V)| 7 (82FF, + g(u®-D)) (4.32)

u® = k- 4 [K(u(k‘l))]_l[&lgk)Fr + g(y("))], (4.33)

3.4.3 Método dos Petkovic e Petkovic

No método dos “Dois Pontos” duas equacdes sao usadas para encontrar as raizes
aproximadas das equacdes ndo lineares. Uma equacdo € chamada de Preditora ja que ela faz
uma predicdo utilizando uma estimativa inicial. A segunda equacdo é chamada Corretora, ja
que ela encontra uma aproximacdo correta usando o valor predito pelo primeiro ponto. O
método dos “Dois Pontos” também pode ser chamado de método “Preditora-Corretora”
(SAFFARI; MANSOURI, 2011).

Segue abaixo esquema proposto e analisado para solucdo de equacOes nédo lineares
usando o método iterativo dos “Dois Pontos” (PETKOVIC; PETKOVIC, 2010):

_ x, - L&) (4.34)

TN

U 1 €7))
RGOS

(4.35)

Adaptando o esquema iterativo de Petkovic e Petkovic num procedimento incremental
para solucionar o problema estrutural dado pela Equacéo (4.1), tem-se:

-1
8y i1y = [K(ugy)]  [8(umy Agy) + SMimeny e (4.36)
Yoy = Un + 88Uy, (4.37)

-1
8y (ns1) = [K(Y)]  [8(Veny Aeny) + SAonany Fe (4.38)
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Unit) = Ym) T 80Uz (4.39)

3.4.4 Método de Mohit et al.

Um método iterativo de 3 passos para x,., partindo de um ponto inicial x, é

apresentado por Rezaiee-Pajand e Naserian (2015):

_ f ()
Vo = Xp — ) (4.40)

_ f ()
= ?:1 w; f'(xn + Ti(Vn — Xn)) (4.41)
Xy = 2, — fGn) (4.42)

14
i=1 Wi fl(xn +7T; (Zn - yn))
Foram criados seis diferentes algoritmos variando os valores de p,w e t para solucdo

das equacdes nao lineares. Por fim é apresentado o problema de andlise ndo linear geométrica
como segue (MOHIT; SHARIFI; TAVAKOLLI, 2020):

u® = [K(u®-)]" F® (4.43)

O deslocamento para cada passo de iteracdo é calculado:

yED =y 4 gyl (4.44)

suler [K(u(k))]—l[ 51DF, 4 g(u®, A(k))] (4.45)

204D = ylrD) 4 gy {r (4.46)

sult) = [K(u®)] " [s1XTVF, + g(y D, 09)] (4.47)
uktD) = 70 4 g+ (4.48)

sul ) = [K(u®)] " [62*VF, + g(20+,20)| (4.49)

A1) — 40 4 5,’1%"“) (4.50)
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3.4.5 Técnica de Continuagdo Comprimento de Arco

Segundo Zhong e Ross (2021) o método de Newton-Raphson so6 fornece a solucao de
um simples ponto no caminho de equilibrio. Para obter outros pontos, combinam-se as iteracdes
de Newton-Raphson com um procedimento incremental. Que no caso deste trabalho, utiliza-se
a Técnica de Continuacdo Comprimento de Arco Linear. A ideia é aplicar as iteracdes para
varios ciclos de nivel de carga. Ou seja, no primeiro ciclo obtém-se uma solugdo para um nivel
de carga Af. No segundo ciclo, obtém-se outra solugdo para um nivel de carga 2Af e assim por
diante, gerando uma solucéo para cada nivel de carga (LACERDA, 2014). O procedimento é

ilustrado na Figura 3.10

Figura 3.10 - Procedimento Incremental-iterativo com o Método de Newton-
Raphson

Carga

Deslocamento, u

Fonte: Lacerda, 2014

O procedimento incremental-iterativo deveria ser usado mesmo quando se busca uma
solucdo para um Unico nivel de carga. Impor uma grande carga f de uma sé vez para 0 método
de Newton-Raphson pode levar a problemas de convergéncia, pois a solucao inicial pode estar
muito longe da solucédo final e neste caso, a pratica mostra que as iteracdes podem encontrar

dificuldades para convergir e até mesmo ndo encontrar a solucdo do problema. Incrementar a
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carga lentamente até atingir a carga desejada f torna a solucdo inicial, em cada nivel, proxima
da solucéo final facilitando a convergéncia.

Além disso, o procedimento incremental-iterativo € importante para materiais que
exibem dependéncia do caminho seguido pela estrutura durante sua deformacdo. Diferentes
tensdes podem ser obtidas dependendo da forma com que s&o aplicadas as cargas. Aplicar
incrementos de cargas pequenos permite seguir mais de perto o caminho de deformagéo e obter
a solucdo correta do problema (BORST et al., 2012).

O método de Newton-Raphson requer computar e fatorar a matriz de rigidez tangente
em cada iteracdo. HA& problemas que geram grandes matrizes de rigidez tangente,
principalmente problemas tridimensionais. Nesses casos, o custo computacional de montar e
fatorar grandes matrizes repetidas vezes é consideravelmente alto. Varios métodos tém sido
propostos, para lidar com esse problema, como o método de Newton-Raphson Modificado,
entre outros.

O método de Newton-Raphson modificado consiste em computar a matriz de rigidez
tangente uma Unica vez e na primeira iteracao de cada ciclo de nivel de carga no procedimento

incremental-iterativo, conforme ilustra a figura 3.11.

Figura 3.11 - Procedimento Incremental-Iterativo com o Método de Newton-
Raphson Modificado

Carga

Deslocamento, u

Fonte: Lacerda, 2014
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Uma outra alternativa é prescrever deslocamentos incrementais em vez de cargas
incrementais. A primeira alternativa é denominada controle de carga e a segunda é chamada de
controle de deslocamento. Quando um deslocamento € prescrito em um ng, geram-se tensoes
na estrutura que resulta em uma forca naquele no que é oposta, mas igual em maédulo, a forca
externa que causaria 0 mesmo deslocamento que foi prescrito naquele no.

Segundo Lacerda (2014), o controle de carga tem suas limitagGes para tragar o caminho
de equilibrio. Por exemplo, na Figura 3.12(a) ndo seria possivel alcangar o ponto B, pois 0
aumento de carga faria o trajeto saltar diretamente para o ponto C. E mesmo neste caso, pode
haver problemas de convergéncia. A matriz de rigidez tangente torna-se singular no ponto A
(ponto de limite) do caminho de equilibrio como mostra a Figura 3.12(b) e por isso ndo pode
ser invertida. Isto significa que a tangente de rigidez é horizontal. Além disso, um salto de A
para C pode ser muito para que 0 método de Newton-Raphson possa convergir corretamente.

O controle de deslocamento deveria, sempre que possivel, ser utilizado no lugar do
controle de carga pois supera parte de suas limitagdes. O ponto B da Figura 3.12(c) seria
alcancado naturalmente e a matriz de rigidez tangente ndo se tornaria singular no ponto de
maximo (ponto de limite).

Contudo, o snap-back causa dificuldades ao controle de deslocamento da mesma forma
que o snap-through causa ao controle de carga. Por exemplo, o controle de deslocamento nao
pode alcancar pontos como o ponto B da Figura 3.12(c), saltando de A para C. Um método
indicado para resolver todos esses problemas é denominado de método do comprimento de

arco, descrito a sequir.
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Figura 3.12 - LimitagOes do controle de carga e controle de deslocamento

A \
Matriz de rigidez singular
(tangente horizontal)
4 e A
divergéncia

& B &

= =

] ]

Deslocamento Deslocamento
(a) (b)

Carga

Deslocamento
(c)

(@) Snap-through. (b) Matriz de rigidez tangente singular. (c) Snap-back. Fonte:
Lacerda, 2014

Foram vistos, anteriormente, procedimentos para determinar o caminho de equilibrio
controlando a carga ou o deslocamento. Foi mostrado que estes procedimentos tém suas
limitacOes, tais como tangente horizontal nos pontos de limite e dificuldade de seguir o caminho
gerado pelo fenbmeno snap-back. O método do comprimento de arco supera todos estes
problemas de uma forma elegante e eficiente. De fato, ele tornou-se método preferido para
determinar o caminho de equilibrio, apesar de outros metodos também terem sido propostos
(KRENK, 2009).

No método do comprimento de arco incrementa-se simultaneamente tanto a carga como

o deslocamento. Para conseguir isto, adiciona-se uma nova equacao ou restricdo no sistema de
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equacdes de equilibrio e uma nova incdgnita: o fator de carga. A Figura 3.13 ilustra o
processamento do método do comprimento de arco para diferentes tipos de restrigdes utilizando
iteracGes do método de Newton-Raphson. A Figura 3.13(a) ilustra a restricdo denominada de
restricdo de hiperesfera. Versdes linearizadas desta restricdo sdo chamadas de restricdes de
hiperplano e sdo mostradas na Figura 3.13(b) (hiperplano atualizado) e na Figura 3.13(c)
(hiperplano fixo). A apresentacdo a seguir, comega descrevendo o método com a restricdo de

hiperesfera.

Figura 3.13 - Restri¢6es no Método do Comprimento de Arco

Carga
Carga

Deslocamento Deslocamento

(a) b)

Carga

Deslocamento

(c)
(@) Restricdo de hiperesfera. (b) Restricdo de hiperplano atualizado. (c) Restrigdo
hiperplano fixo. Fonte: Lacerda, 2014

O método de comprimento de arco controla os incrementos de carga e deslocamento. O
incremento do deslocamento é representado por Au. A carga é expressa de uma forma
normalizada como sendo o produto de uma carga fixa f por um fator de carga A, ou seja, f =

Af. O incremento de carga é representado por AAf.
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Figura 3.14 - Método do Comprimento de Arco Hiperesférico

b (bbb
k-7 1 ''''''''''''''''' .
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A f
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Arsf

Carga

AN RN -

Deslocamento, u

Fonte: Lacerda, 2014

A restricdo de hiperesfera, mostrada na Figura 3.14, foi proposta por Crisfield (1981) e

é ainda muito utilizada. E expressa matematicamente pela equago:

c = (AuTAu + A2 fTF) — A2 =0 (4.46)

onde Al é o comprimento de arco que de certo modo determina o incremento de carga. 1 E um
fator de escala necessario para o termo de carga porque unidades diferentes sdo usadas para
carga e para deslocamento. Contudo, frequentemente, usa-se p = 0 e, neste caso, a restricdo

(4.46) passa a ser chamada de restricdo cilindrica (em vez de hiperesférico).
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Adicionando a Equacéo (4.46) ao sistema de equacdes de equilibrio (4.1), obtém-se um

novo sistema:

{ 9=4q-2f =0 } (4.47)

c = (AuTAu + AP fTF) — A2 =0

Resolvendo o sistema, obtém-se Au e AA que sdo incrementos relativos a um ponto
(u™, f™) qualquer no caminho de equilibrio. Em outras palavras, a solu¢éo do sistema gera um

novo ponto (u™*?1, f*1) no caminho de equilibrio dado por
u™l =u" + Au (4.48)

= (A" + ADf = AnH1f (4.49)

O sistema (4.47) poderia ser resolvido diretamente pelo método de Newton-Raphson,

que entdo resultaria em:

[29: 294"
du; ou dA Ji
= 4.50
6/11] l(aci)T aCi [Ci] ( )
ou) 9A

em que usa-se o0 simbolo § para representar os incrementos do método de Newton-Raphson.

Desenvolvendo, obtém-se

- -1
g;lii ] - lzIA(;iT ZAA;IJI;fol ] ey
[l =[a3] +[5a] (452

Contudo, a matriz que resultou neste sistema ndo possui boas propriedades numeéricas
(ndo é simetrica e nem banda). Por causa disso, o sistema néo é resolvido, em geral, da forma
convencional. Em vez disso, utiliza-se 0 método proposto por Batoz e Dhatt (1979) que resolve

0 sistema em duas etapas. A primeira equagao do Sistema (4.51) fornece a equagéo
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—K.u; + fé1;, = g; (4.53)
Su; = Suf + 84;6uf (4.54)
suf = —K;'f (4.55)
Suf = —K;lg; (4.56)

O componente sul é gerado pela forca residual g; e corresponde ao incremento do
método de Newton-Raphson usado no procedimento incremental-iterativo. O componente Sul
é um incremento de retorno para ajustar a carga a fim de satisfazer a restrigdo. O vetor suf é
também chamado de deslocamento tangencial porque € tangente ao caminho de equilibrio (no

espaco de deslocamentos). Os componentes sdo ilustrados na Figura 3.15.

Figura 3.15 - Os componentes residual e tangencial

restrigio

(Sul', 0)

8A;(8ul . )

(Au;, AL D)

Fonte: Lacerda, 2014

Substituindo (4.54) na segunda equacdo do Sistema (4.41), obtém-se uma equacao

quadratica:

a;6A? + ay61; +az; =0 (4.57)
a; = (ul)"suf +*fTf (4.58)

a, = 2(Au; + Sub)Tsul + 292 AN fTf (4.59)
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az = (Au; + Suf)T (Au; + Sul) + P2AL2fTf — Al? (4.60)

Resolvendo a equacdo quadratica, obtém-se §A4; e pode-se determinar Au;,; pelas
equacOes (4.54) e (4.52). No entanto, a equacdo quadratica pode ter duas raizes e escolher uma
delas constitui um problema a parte. Considere §A4;" e §4;" como sendo duas raizes da equacao

quadratica. Portanto, tem-se dois candidatos a solugéo:

Auj,, = Au; + Suf + 52;8uf (4.61)

Auj,; = Au; + Suf + 54} suf (4.62)

Qual deles escolher? O critério € escolher o candidato que se encontra mais préximo do
incremento anterior Au; para prevenir que se “‘caminhe para tras” durante o tragado do caminho
do equilibrio. Computacionalmente, isto pode ser feito escolhendo o candidato que forma o

menor angulo com Au;. Estes angulos séo dados por:

Aul Au Aul Au

E possivel que a equacio quadratica tenha raizes complexas e isto causa problemas de
divergéncia da solucdo. Este problema tem sido tratado por varios autores(LAM; MORLEY,
1992; ZHOU; MURRAY, 1995).

Uma vez escolhida a solucéo da equacao quadratica, sao obtidos Au;,, e AA;,, a partir
de (4.54) e (4.52). As demais iteragOes de Newton-Raphson sdo processadas usando (4.48) e
(4.49) e entdo depois de convergirem, obtém-se (u™*1, f**1) no caminho de equilibrio é
processado um novo ciclo para obter o ponto seguinte (u™*2, f**2) e assim por diante,

conforme mostra a Figura 3.16.
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Figura 3.16 - Dois ciclos do método do comprimento de arco

Carga

(IE"_FZ. szf}

{IE"_H. An+1f')

Au Deslocamento, u

Fonte: Lacerda, 2014

A restricdo de hiperplano € uma versdo linearizada da restricao de hiperesfera. Ha duas

versdes: uma com hiperplano atualizado e outra com hiperplano fixo. A restri¢do de hiperplano
atualizado condiciona o sub incremento (Su, SAf) para que este se encontre no hiperplano

ortogonal ao incremento atual (Au, AAf), conforme mostrado na figura 3.13(b). Ou seja:

¢ = (b, AAF) (5, Y8Af) = 0 (4.64)

onde a constante  foi introduzida aqui pelo mesmo motivo que existe na Equacdo 4.46.
Desenvolvendo, tem-se:

c = AuTdu + P25AMfTf =0 (4.65)
Que é a restrigdo de hiperplano atualizado.

52, = — Buj du (4.66)
YT Aufeul + AR |
1 l l
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A restricdo de hiperplano fixo é bem similar. A diferenca é que ela condiciona o sub
incremento (Su, SAf) para que este se encontre no hiperplano ortogonal ao primeiro incremento

(Auy, A, f). Ver Figura 3.13(c). Ou seja:
c = Aulsu + Y2880, fTf =0 (4.67)

§A = — Bug du; 4.68
NSRS | L - (4.68)
Au;ou; + P2 AAfT f

E esse 0 método do comprimento de arco original conforme foi proposto por Riks
(1972).

A experiéncia numérica mostra que o valor de y parece ndo exercer muita influéncia no
desempenho do método de comprimento de arco que usa essas restricdes. O valor yp = 0 tem
sido usado na préatica e parece ser bem robusto em problemas de engenharia (BORST et al.,
2012). Fazer y» = 0 remove a componente da carga. Neste caso, tem-se para o hiperplano

atualizado e fixo:

Aul 5ufR
6)4 = —W (469)
1 l
Aul suf
Shi = ————L 4.70
' AuTsuf (4.70)

A solucdo preditora € ilustrada na Figura 3.17 sendo representada pelos incrementos

iniciais Au, e AA,. Pela Figura 3.17, a direcdo do preditor € tangente ao caminho de equilibrio.
Entdo Au, tem a mesma direcéo do vetor Su” = K;'f que também é tangente ao caminho de

equilibrio (no espaco de deslocamentos). Entdo uma possivel solugéo preditora seria

(4.71)

Au, = AN SuF (4.72)
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Figura 3.17 - O preditor é primeira estimativa de um ciclo

A

Carga

Y

Deslocamento, u

Fonte: Lacerda, 2014

Note que o preditor foi normalizado para que tenha o tamanho do arco. O sinal
indefinido da solucdo preditora (4.71) deve-se ao fato que preditor Au, pode ter ou ndo o
mesmo sentido do vetor su’.

De acordo com De Souza Neto e Feng (1999), determinar o sentido de avanco do
preditor € de vital importancia para o sucesso do algoritmo do comprimento de arco. Ou seja,
determinar se A1, estd aumentando ou diminuindo no fim de um incremento. Um critério muito
utilizado para determinar o sentido do preditor (FENG; PERIC; OWEN, 1995, 1996) é descrito

da seguinte forma:

sgn(Ay) = sgn[(Au™ )T u” | (4.73)
onde Au™"1 é o incremento total do ciclo anterior (resultado da convergéncia). Em outras
palavras:

e se(Au™ 1T suf > 0, entdo o preditor Au,; tem o mesmo sentido de suf, isto

é:

(4.74)
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e se (Au™ 1T suf < 0, entdo o preditor Au, tem o sentido oposto de su”, isto

é:

Al

A\ = ————
M |[6u” ||

(4.75)

Uma interpretacdo geométrica deste critério € dada no seguinte exemplo. Considere de
uma estrutura com dois graus de liberdade cujo deslocamento é representado pelo vetor u =
(v,w)T. Suponha que a Figura 3.18(a) represente um tipico caminho de equilibrio (v x f)
desta estrutura. A Figura 3.18(b) representa a curva de equilibrio no plano v X w, ou seja, no
espaco de deslocamentos. Esta curva também representa 0 caminho que os incrementos Au
deveriam a seguir durante as iteracdes do algoritmo.

A Figura 3.19 mostra dois vetores. O primeiro representa o vetor tangente ao caminho
de equilibrio suf. O segundo, Au™"1, representa o incremento total do ciclo anterior (resultado
da convergéncia) e, por isso, o incremento Au™"! conecta dois pontos sobre a curva de
equilibrio. Dois casos podem ocorrer como mostra a Figura 3.19. No primeiro caso, Figura
3.19(a), o vetor suf tem o sentido de avanco na curva de equilibrio e o produto
(Au™HTsuf > 0. Ja no segundo caso, Figura 3.19(b), o vetor Suf tem o sentido contrario ao
sentido de avanco na curva de equilibrio e o produto (Au™1)Tsuf < 0. Neste caso, o preditor
ndo poderia ter o mesmo sentido de u’ porque o método iria “caminhar para trds” durante o
tracado do caminho do equilibrio. Entdo, neste caso, o correto seria o preditor ter o sentido

contréario a suf.
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Figura 3.18 — Caminho de Equilibrio para dois graus de liberdade

(a) (b)

Fonte: Lacerda, 2014

Figura 3.19 — Sentidos positivos e negativos no caminho de equilibrio

(A" 1)uf = 0 (A" HTdu" < 0

(a) (b)
(a) suf’ tem o sentido de avanco no caminho do equilibrio. (b) Suf tem o sentido

contrario ao sentido de avanco no caminho do equilibrio. Fonte: Lacerda, 2014

Quando se usa 0 método de Newton-Raphson (que ndo é o modificado), outra maneira
de determinar o preditor é simplesmente extrapolar os incrementos anteriores do deslocamento

e do fator de carga:

Aul = nAu™1, AAT = nAA ! (4.76)

Onde n é um fator de escala para determinar o tamanho do arco. Por exemplo, usando a

ideia de comprimento variavel, tem-se
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1/2

At ( N, >
_ 4.77
7 |Iun‘1|| Ny )

Comumente usa-se um comprimento de arco varidvel. H& um método heuristico bem
popular para determinar o comprimento do arco. Ele é baseado na observacdo que mais
iteragBes sdo necessarias para convergir em trechos do caminho do equilibrio em que ocorrem
grandes mudancas. A ideia é estimar o comprimento de arco Al™ de forma que o nimero de
iteracGes para convergir no ciclo n seja igual a um namero desejado de iteracbes Ny, ou seja
onde Al™! é o comprimento de arco do ciclon — 1, N,_; é o nimero de iteracdes que foram

utilizadas para convergir no ciclo n — 1 e ¢ € um pardmetro para aumentar ou diminuir a

. n . ~ Nd
influéncia da razédo "

. Normalmente, usa-se { =0, 5e N, entre 3 e 5.

n-1

AlM = Azn-l( Na ) (4.78)
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo serdo apresentados os resultados numéricos de problemas constituidos por
barras biarticuladas (barra simples, arco trelicado de Crisfield, trelica espacial com quatro
barras e cupula de trelica com 168 barras) com comportamento ndo linear geometrico. Os
estudos numéricos validam o cddigo computacional desenvolvido com o software Matlab
(2018). Os testes computacionais foram realizados em um computador com processador Core
i7 —7700HQ com 16GB de memdria RAM.

Foram utilizados os métodos Posicional e Corrotacional de Elementos Finitos na
discretizacdo das estruturas. O peso préoprio das estruturas € desprezado nas analises. A solucao
dos problemas estruturais foi obtida com os procedimentos incrementais e iterativos de Newton-
Raphson (NR) e Newton-Raphson Modificado (NRM), associados a técnica de continuacao de

Comprimento de Arco Linear.
4.1. BARRA BIARTICULADA COM UM GRAU DE LIBERDADE

O primeiro problema, classico do estudo de estruturas de comportamento néo linear, é
0 da barra biarticulada com um grau de liberdade, conforme ilustra a figura 4.1. A barra tem
rigidez adimensional EA = 5,0 x 10. Esse problema foi estudado por Menin (2006) e Crisfield
(1991). Nas simulacdes, foram considerados o0s seguintes parametros para 0 metodo de solucao:
comprimento de arco inicial Al = 60; tolerancia tol = 107%; e numero de iteracdes

desejaveis no passo de carga k; = 5.

Figura 4.1 - Modelo estrutural da barra com 1 grau de liberdade (medidas

adimensionais)
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Fonte: Menin (2006)
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Na figura 4.2 séo apresentadas as trajetdrias de equilibrio com dois pontos limites de
forca para as diferentes medidas de deformacéo (Engenharia, Green-Lagrange, Biot, Almansi e
Logaritmica), obtidas com a formulacdo corrotacional. Observa-se que os resultados obtidos
aqui tém boa concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por (MENIN, 2006) e
(CRISFIELD, 1991).

Figura 4.2 - Trajetorias de equilibrio da barra com um grau de liberdade para as
diferentes medidas de deformacéo
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Deslocamento vertical

Fonte: O autor

Na Figura 4.2, o primeiro ponto limite de forga (tangente horizontal) das curvas
representa a carga maxima que a estrutura pode suportar antes do snap-through. Nas posi¢des
intermediarias, a carga P decresce e reverte de sinal duas vezes enquanto o deslocamento
continua a crescer. No entanto, é impossivel permanecer em uma das posic¢des intermediarias
porque elas sdo posi¢des de equilibrio instdvel. Quando o efeito snap-through termina, a

estrutura comeca a suportar valores adicionais de carga.
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4.2. ARCO TRELICADO DE CRISFIELD

O arco trelicado mostrado na figura 4.3 foi estudado inicialmente por Crisfield (1997),
e posteriormente por Menin (2006) e Hrinda (2010). A estrutura possui 101 barras e 42 nés. A
rigidez axial das barras € EA = 1,0 x 107 Ib/pol? e no apice do arco é aplicada uma carga vertical

F de intensidade 1,0 x 108 Ib.

Figura 4.3 — Arco trelicado de Crisfield

F
]

48" cos 45° =2 33,947

Fonte: Menin (2006)

Na figura 4.4 é apresentado o caminho de equilibrio para o arco obtido com a formulagéao
corrotacional, levando em conta o deslocamento do n6 de aplicacdo da forca. Havendo boa
concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por (HRINDA, 2010). Nota-se que na
trajetoria ha quatro pontos limites de forga (tangentes horizontais) e trés pontos limites de
deslocamento (tangentes verticais). Genericamente, uma configuracao de equilibrio pode ser
estavel ou instavel. A solucéo foi obtida com a deformagédo de engenharia.

Na tabela 4.1 aparecem os resultados numéricos (nimero total de passos de carga NP,
namero total de iteracGes acumuladas kmax, NUmMero médio de iteracdes por passo de carga Kmedio

e tempo de processamento t em segundos) obtidos com os métodos de solucdo de Newton-
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Raphson padrédo (NR) e Newton-Raphson modificado (NRM). Foram considerados os seguintes
valores para os parametros de entrada dos métodos de solugdo: AI(® =1,5; tol = 10*; e k, = 5.
Na figura 4.5 é mostrada a configuracdo deformada do arco em cada um dos 8 pontos usados
do trabalho de Hrinda (2010) para validacao do codigo (pontos limites de forca e deslocamento)
e a 82 deformacdo é no ponto de parada do gréafico da figura 4.4, obtidas com o método de NR

e a formulacdo Corrotacional de Elementos Finitos para o passo de carga NP = 189.

Tabela 4.1 — Arco trelicado de Crisfield - Resultados numéricos com os métodos de

solucéo
Formulacdo Corrotacional de Elementos Finitos

Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t(s)
NR 189 3461 18,312 10,397
NRM 180 1938 10,767  5,8932

Formulagéo Posicional de Elementos Finitos

Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t(s)
NR 146 337 2,308  1,0505
NRM 147 346 2,354  0,9604

Figura 4.4 - Caminhos de equilibrio para o Arco trelicado de Crisfield
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Fonte: O autor
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Figura 4.5 - Arco trelicado de Crisfield nas configuracdes indeformada e deformada (em
cada uma das etapas do caminho de equilibrio)
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Fonte: O autor

4.3. TRELICA ESPACIAL COM 4 BARRAS

O problema ilustrado na figura 4.6 foi estudado por Hrinda (2010), e trata-se de uma
trelica espacial com quatro barras e cinco nds. Os nos externos estdo distantes 100 polegadas
ao longo do eixo x em relacdo ao no central e 20 polegadas ao longo do eixo y, também em
relacdo ao nd central. O no central esta 20 polegadas acima dos outros 4 nés (20 polegadas no
eixo z), 0 que transforma o elemento em uma trelica rasa. Uma carga vertical (na direcdo do
eixo z) de intensidade 1,0 x 10* Ib é aplicada no né central, causando o fendmeno de shap-
through. A area da secdo transversal das barras é A = 1,0 pol? e o mddulo de elasticidade é E =
1,0 x 108 Ib/pol2.
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Figura 4.6 - Trelica espacial de 4 barras e cinco nos

20"

< 100" >
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20"
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Fonte: Hrinda (2010)

Na figura 4.7 aparecem os caminhos de equilibrio da estrutura com dois pontos limites
de forca, obtidos com as diferentes medidas de deformacao (Engenharia, Green-Lagrange, Biot,
Almansi e Logaritmica). Alguns pontos de equilibrio obtidos por Hrinda (2010) estdo indicados
nessa figura. As trajetérias de equilibrio foram obtidas considerando as formulag¢6es Posicional
e Corrotacional de Elementos Finitos e adotaram-se 0s seguintes valores para os parametros de
entrada dos métodos de solugio: AI(® =0,75; tol = 107; e k,; = 5. Na tabela 4.2 aparecem 0s
resultados numeéricos (NP, Kmax, Kmedio € t) obtidos com ambas formulac@es de elementos finitos

utilizando a medida de deformacdo de engenharia.
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Figura 4.7 - Caminhos de equilibrio encontrado do né central para a trelica
espacial para as diferentes medidas de deformacéo
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Fonte: O autor

Tabela 4.2 — Trelica espacial - Resultados numéricos com os métodos de solucéo

Formulagéo Corrotacional de Elementos Finitos

Meétodo de Solucéo NP Kmax  Kmedio t (S)
NR 27 27 1 0,008227
NRM 27 27 1 0,007799

4.4. CUPULA DE TRELICA COM 168 BARRAS

A cupula de trelica com 168 barras é ilustrada na Figura 4.8 com suas dimensdes. Uma
carga unitaria é aplicada no apice na trelica que possui altura de 8,816. A rigidez das barras é
EA = 10*. Esta trelica apareceu em Forde e Stiemer (1987) e Papadrakakis (1981).

O caminho de equilibrio foi tracado usando o cddigo computacional elaborado pelo
autor usando tolerancia igual a 10~* para as formulacGes corrotacional e posicional. Nesta

trelica foi utilizada a deformacdo de engenharia. Os resultados do deslocamento vertical do nd
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1 (Figura 4.9) foi comparado com Forde e Stiemer (1987) e Papadrakakis (1981) e apresentaram
boa concordancia. A Figura 4.10 e 4.11 apresentam a cupula deformada pela carga aplicada.

Figura 4.8 — Cupula trelicada com 168 barras
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Fonte: Forde; Stiemer (1987)



87

Figura 4.9 — Caminho de equilibrio (deslocamento vertical do n6 1)
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Figura 4.10 — Vista isométrica da cupula em sua configuracdo indeformada e deformada
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Figura 4.11 - Vista frontal da cpula em sua configuracédo indeformada e deformada
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Tabela 4.3 — Cupula 168 Barras - Resultados numéricos com os métodos de solucao

Formulacéo Posicional de Elementos Finitos

Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t (s)
NR 607 1594 2,63 11,8776
NRM 608 1600 2,63 10,4628
Formulagéo Corrotacional de Elementos Finitos
Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t (s)
NR 536 1067 1,99 8,9350
NRM 536 1067 1,99 7,6000
POTRA-PTAK 381 381 1,00 4,9397
PETKOVIC 381 381 1,00 6,0926
MOHIT 381 381 1,00 5,2886

4.5. TRELICA PLANA ELASTOPLASTICA DE 3 BARRAS

Esse exemplo mostra o comportamento néo linear do material de uma trelica plana (2D).
A geometria e 0 modelo constitutivo elastoplastico sdo mostrados na figura 4.12. Para rodar
esse exemplo, foi modelado 3 elementos finitos de trelica e aplicado carga unitaria vertical para

baixo no ndé que une os trés elementos. Foram adotados para cada elemento a rigidez EA =
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10* kN e a tensdo de escoamento igual a oy, =10 kN /cm?. Adotaram-se os seguintes valores
para os parametros de entrada dos métodos de solucdo: A1) = 0,05; tol = 10%; e k; = 5. Esse

exemplo apareceu em Greco et al. (2006).

Figura 4.12 — Estrutura trelica plana elastopléastica 3 barras e modelo constitutivo

elastoplastico do material
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Fonte: Adaptado de Greco et al., (2014)

O caminho de equilibrio foi tracado usando o cédigo computacional elaborado pelo
autor usando as formulacdes corrotacional e posicional. Nesta trelica foi utilizada a deformacéo
de engenharia. Os resultados do deslocamento vertical do né onde é aplicada a for¢a (Figura
4.13) foi comparado com Greco et al. (2006) e apresentaram boa concordancia. A tabela 4.4
compara o desempenho das duas formulacBes para tracar o caminho de equilibrio para o

carregamento e descarregamento da estrutura.
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Figura 4.13 — Caminho de equilibrio da estrutura de 3 barras com nao

linearidade fisica
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Tabela 4.4 — Nao linearidade fisica - Resultados numéricos com os métodos de solu¢do

Formulacéo Posicional de Elementos Finitos

Método de Solucao NP Kkmax  Kmedio t(s)
NR 73 73 1 0,01192
NRM 73 73 1 0,00976
Formulagéo Corrotacional de Elementos Finitos
Método de Solucéo NP Kmax  Kmédio t (s)
NR 73 73 1 0,01864

NRM 73 73 1 0,01612
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4.6. TRELICA DE 2 BARRAS

O exemplo a sequir foi apresentado por Suzuki e Mufioz-Rojas (2014) e trata de um
exemplo muito similar ao ja apresentado em 4.1, porém com as diferencas apresentadas a
sequir.

O exemplo foi estudado com duas barras, area da secdo transversal das barras A =
7 mm?, conforme mostrado na figura 4.14a e diferente do primeiro exemplo, nesse caso foi
feito analise considerando a ndo linearidade fisica e a geométrica ao mesmo tempo. Para 0
material das barras foi considerado relacdo constitutiva elastoplastico com encruamento
positivo. As propriedades do material consideradas foram: Modulo de elasticidade E, =
210 kN /mm?; médulo de encruamento isotropico H = 100 kN /mm?; e tenséo de escoamento
oy, = 150 kN/mm? Em 4.14b séo apresentados caminhos de equilibrios considerando as
andlises ndo linear geométrica e ndo linear geométrica em conjunto com a fisica. Foi verificado
uma boa concordancia entre os caminhos obtidos pelo autor e os pontos de equilibrio obtidos
por Suzuki e Mufios-Rojas (2014).

Foi considerada a deformacéo logaritmica e método de solucdo de Newton-Raphson e
adotaram-se os seguintes valores para os parametros de entrada dos métodos de solugio: AI(®
=5,0; Kypgy = 150; tol =101% AP = 1,0 kN e k, = 5.

Figura 4.14 — a) Trelica com 2 barras; b) Caminhos de equilibrio
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Fonte: a) Adaptado de Suzuki e Mufioz-Rojas (2014); b) O Autor
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4.7. DOMO EM ESTRELA DE 24 BARRAS

Este exemplo apresenta o comportamento ndo linear de um domo em forma de estrela.
A geometria e a carga sdo apresentadas na figura 4.15. A geometria consiste em 24 elementos
finitos (barra) e 13 nos. Foi considerada relacdo constitutiva elastoplastico perfeitamente
plastico (H = 0). Para cada barra foi considerado E, = 3,0 X 10* N/cm? A = 3,17 cm® e

o, = 200 N/cm?. Esse é outro exemplo classico da literatura sobre anélise n&o linear e foi

estudado por Greco et al (2006). Foi considerada na analise a deformacéo de engenharia.

Figura 4.15 — Domo em formato de estrela
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Fonte: a) Adaptado de Greco et al (2006)

A figura 4.16a mostra a resposta obtida do algoritmo implementado para os casos de
ndo linearidade geométrica (NLG) e para o caso de ndo linearidade e fisica e geométrica
(elastopléstico — NLFG), com uma boa convergéncia de resultados comparados com de Greco
et al (2006). Os parametros considerados na analise foram Al1(® = 0,1; k4, = 150; tol = 10°8;
AP = 1,0 N ek, =5. A figura 4.16b mostra a posicao deformada do domo com a indicagéo de
elementos comprimidos (em vermelho) e tracionados (em azul) para a analise NLG. Na tabela

4.5 a é apresentada uma comparacao entre métodos de solucdo para analise NLFG.
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Figura 4.16 — a) Caminhos de Equilibrio; b) Posi¢cdo deformada
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Tabela 4.5 — Domo em formato de estrela — resultados numéricos para analise NLFG

Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t (s)
NR 72 888 12,333 23,2967
NRM 76 939 12,355  9,61944

4.8. TRELICA ESPACIAL COM 42 BARRAS

A trelica espacial apresentada na figura 4.17 € constituida por 42 barras e 19 nds e apoios
rotulados. Foi considerada relacdo constitutiva elastoplastico perfeitamente plastico (H = 0).
As propriedades de secdo transversal sdo iguais para todas as barras com médulo de elasticidade
Ey = 211,67 kN/mm?, a tensdo de escoamento o, = 0,04 kN/mm? e &rea A = 16 mm?>.
Uma carga concentrada P é aplicada no topo da estrutura. Este exemplo foi estudado por
Dehghani et al. (2020). A curva carga-deslocamento € apresentada na figura 4.18a. A posicdo
deformada da trelica espacial com indicagdo das barras comprimidas (em vermelho) e
tracionadas (em azul) para analise NLG € apresentada na figura 4.18b. A tabela 4.6 apresenta a
comparacdo entre os métodos de solucdo. Os parametros considerados na analise foram A1(® =
0,6; kpax = 150; tol = 10% AP =0,03N e k; = 5. Neste exemplo foi considerado a

deformagéo de Green-Lagrange.
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Figura 4.17 — Trelica espacial de 42 barras
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Figura 4.18 — a) Caminhos de equilibrio; b) Posicdo deformada
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Tabela 4.6 — Trelica espacial de 42 barras — resultados numéricos para analise NLFG

Método de Solucéo NP Kmax  Kmedio t (s)
NR 43 331 7,6977 0,85528
NRM 47 358 7,6170 0,79268
POTRA-PTAK 38 266 7,0000 0,49388
PETKOVIC 41 286 16,9756 0,72516
MOHIT 28 81 2,8929 0,20024

4.9. DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nos exemplos 4.1 e 4.3, foram testadas varias medidas de deformacdo, conforme
demonstrado. A diferenca da formulagcdo de cada uma fica claro no tragcado do caminho de
equilibrio dos problemas propostos.

Nota-se concordancia entre as diferentes medidas de deformacdo inclusive entre o0s

diferentes problemas. A deformacao de Almansi foi a que mais se distanciou do eixo horizontal,
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ou seja, a que precisou do maior e posteriormente do menor fator de carga para chegar ao ponto
limite de forca.

O exemplo 4.2 foi utilizado para comparar os diferentes resultados entre as formulacbes
posicional e corrotacional para uma estrutura de trelica plana. Comparado com os resultados de
Hrinda (2010) notasse uma boa concordancia com os pontos limites para ambas as formulagoes.
Para esse caso, a formulagdo posicional se mostrou vantajosa com menos passos de forca,
menos iteracdes e menor tempo de processamento. Nas duas formulagcbes, 0 método de Newton-
Raphson Modificado (NRM) se mostrou mais eficiente que o método de Newton-Raphson
Padréo (NR).

Ja o exemplo 4.4 foi utilizado para comparar os diferentes resultados entre as
formulac@es posicional e corrotacional para uma estrutura de trelica espacial. Comparado com
os resultados de Forde e Stiemer (1987) e Papadrakakis (1981) notasse uma boa concordancia
com os pontos limites para ambas as formulagdes. Para esse caso, a formulacgdo corrotacional
se mostrou vantajosa com menos passos de forga, menos iteracbes e menor tempo de
processamento utilizando os métodos de NR e NRM. Devido ao grande numero de passos de
carga, iteracdes e tempo de processamento nas primeiras analises desse problema, o mesmo foi
escolhido para que se testasse 0s outros métodos de solucdo, sendo eles 0 método de Potra-Pték,
Petkovic e Petkovic e Mohit et al.

Os numeros de passos de forca e de iteracdes se igualaram entre os trés métodos, sendo
menores que os dois primeiros, NR e NRM, porém o melhor tempo de processamento ocorreu
guando a estrutura foi analisada utilizando-se o Potra-Ptak. Isso deve-se ao fato de que, apesar
de ter uma ordem de convergéncia menor que o método de Mohit, o custo computacional dele
€ menor e, como o caminho de equilibrio ndo tem muitos pontos limites, o custo computacional
menor fez diferenca.

O exemplo 4.5 foi utilizado para validar o codigo computacional utilizado pelo autor
quanto a andlise ndo linear fisica, elastoplasticidade. O exemplo foi implementado utilizando-
se da formulacgéo posicional e corrotacional e por mais que seja um exemplo simples, nota-se
uma ligeira vantagem em relacdo ao tempo de processamento utilizando-se a formulagao
posicional. Nota-se também uma boa concordancia com o mesmo exemplo publicado por Greco
(2006).

Os exemplos 4.6, 4.7 e 4.8 foram implementados utilizando a formulagéo corrotacional

de elementos finitos com as nédo linearidades geométricas e fisicas concomitantemente.



96

O exemplo 4.6 é uma estrutura plana composta por 2 elementos de trelica. O mesmo foi
estudado para validar o codigo em que as duas no linearidades atuassem ao mesmo tempo. E
possivel observar uma boa concordancia com os resultados de Suzuki e Mufioz-Rojas (2014).

Ja o exemplo 4.7 é uma estrutura espacial de 24 barras usado para validar o codigo
anterior mas para estruturas espaciais e foi feito uma comparacédo entre os métodos de solucéo
de NR e NRM. O cddigo computacional funcionou corretamente como é possivel observar pela
concordancia dos pontos apresentados por Greco et al (2006). Para este problema, apesar da
maior quantidade de passos de carga e mais iteracfes, o tempo de processamento do método
NRM foi vantajoso quando comparado com NR.

Por altimo, o exemplo 4.8, uma estrutura espacial de 42 barras, foi selecionado a ser
estudado com todos os métodos de solugédo apresentados neste trabalho, ja que 0 mesmo possui
mais elementos e consequentemente mais quantidade de dados a serem processados. O codigo
foi validado devido a concordéncia com os pontos apresentados por Dehghani et al. (2020).
Nesse caso, além da quantidade de dados processados serem grandes, temos duas ndo
linearidades sendo aplicadas, fato esse que levou o método de Mohit et al. a ser mais vantajoso

que os outros devido ao seu maior grau de convergéncia.
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5 CONCLUSAO

Andlise estrutural avancada, incluindo os efeitos de ndo linearidade, formulagdes
diferentes para o método dos elementos finitos, deformacdes diferentes e métodos de solucdes
diferentes sdo ferramentas que permitem um aprofundamento no entendimento do
comportamento estrutural nos seus limites de estabilidade. O objetivo desse trabalho era
implementar um codigo computacional para andlise ndo linear fisica e geométrica de trelicas
planas e espaciais, utilizando as formulacgdes corrotacional e posicional de Elementos Finitos,
diferentes medidas de deformacéo e métodos de solucédo de sistemas de equacbes néo lineares.

Os resultados numéricos mostraram boa concordancia com alguns classicos problemas
estruturais ndo lineares apresentado por diversos autores, validando assim o cddigo
computacional.

Eles também mostraram que os métodos de Potra-Ptak e Mohit tiveram vantagens
quando comparados com os classicos NR e NRM.

Os caminhos de equilibrio tragados mostraram que as estruturas tém comportamentos
diferentes quando considerado que a ndo linearidade fisica atua junto com a ndo linearidade
geométrica. O efeito da elastoplasticidade pode ser uma excelente maneira de caracterizar a
perda de rigidez e pode ser considerado junto com o efeito ndo linear geométrico de grandes
deslocamentos.

Para trabalhos futuros sugere-se a implementacdo de outras técnicas de continuacao
como por exemplo Comprimento de Arco Cilindrico. Também a implementacédo de outra teoria
de ndo linearidade fisica como a mecanica do dano e por Gltimo a implementacéo do efeito da

flambagem em elementos comprimidos.
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