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RESUMO

MEIRELLES, P. H. F. Formulacao alternativa para poroelasticidade dinamica por acopla-
mento particionado forte de problemas fisicos. 2023. 163p. Dissertacdo (Mestrado) - Universi-
dade Estadual de Maringd, Maringd, 2023.

A mecanica dos meios porosos € atrelada a inimeras aplicacdes, sendo estas vinculadas a
geomecanica, biomecanica, engenharia de petréleo e engenharia sismica, por exemplo. Neste
trabalho, € apresentada uma abordagem computacional para meios porosos saturados, baseada
na teoria das misturas (Mixture Theory). A metodologia € realizada por meio de um acoplamento
particionado forte entre dois problemas fisicos assumidos intrinsecamente incompressiveis com
permeabilidade e porosidade constantes, pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) em sua
formulacdo posicional para a fase sélida, empregando o modelo de Saint Venant—Kirchhoff
com descri¢cdo Lagrangiana, e equagdes de Navier-Stokes-Brinkman com descricdo ALE para
a fase fluida. As equagdes que governam o comportamento dos meios poroeldsticos saturado
sdo obtidas através da aplicacdo das leis de conservacdo da quantidade e da massa a cada
fase e & mistura sélido-fluido. E enfatizada a possibilidade de utiliza¢io de leis constitutivas
diferentes a serem incorporadas neste tipo de modelo da matriz do dominio poroso. Esse tipo
de acoplamento inclui tensdes mecanicas adicionais na fase solida de acordo com o estado de
pressdo do fluido segundo a tensdo efetiva de Terzaghi e variagdo da resisténcia ao escoamento
pela variagdo de velocidade das fases. Uma das principais contribui¢des deste trabalho consiste
na apresentacdo de uma formulagdo adaptada para meios porosos baseada em posicdes para a
fase s6lida, podendo essa ser chamada de formulacdo y*v/p/, suas varidveis principais, para
uma andlise ndo linear geométrica. No presente trabalho, inicialmente é validado um algoritmo
computacional desenvolvido baseado no MEF posicional. A posteriori, sdo apresentados e
conceitualmente verificados exemplos atrelados a poromecanica e acoplamento multifisico
com a presente formulagdo, comparados a referéncias presentes na literatura. A partir dos bons
resultados encontrados, considera-se uma boa e nova alternativa para problemas de meios porosos

saturados.

Palavras-chave: Poroelasticidade. Teoria das Misturas. Método dos Elementos Finitos. Formu-

lagdo Posicional. Navier-Stokes-Brinkman. Acoplamento particionado forte.






ABSTRACT

MEIRELLES, P. H. F. Alternative formulation for dynamic poroelasticity by strong par-
titioned coupling of physical problems. 2023. 163p. Dissertation (Master) - Universidade
Estadual de Maringd, Maringd, 2023.

Porous media mechanics is linked to numerous applications, including geomechanics, biome-
chanics, petroleum engineering and earthquake engineering, for example. In this work, a com-
putational approach for saturated porous media based on mixture theory. The methodology
is carried out by means of a strong partitioned coupling between two physical problems as-
sumed to be intrinsically incompressible with constant permeability and porosity, using the
Finite Element Method (FEM) in its positional formulation for the solid phase, employing the
Saint Venant-Kirchhoff model with Lagrangian description, and the Navier-Stokes-Brinkman
equations with ALE description for the fluid phase. The equations governing the behavior of
saturated poroelastic media are obtained by applying the laws of conservation of quantity and
mass to each phase and to the solid-fluid mixture. The possibility of using different constitutive
laws to be incorporated in this type of model of the porous domain matrix is emphasized. This
type of coupling includes additional mechanical stresses in the solid phase according to the
pressure state of the fluid according to the Terzaghi effective stress and variation of the flow
resistance by the velocity variation of the phases. One of the main contributions of this work
is the presentation of an adapted formulation for porous media based on positions for the solid
phase, which can be called the formulation y*v/p/, its main variables, for a geometric nonlinear
analysis. This work initially validates a computational algorithm developed based on positional
FEM. Subsequently, examples related to poromechanics and multiphysics coupling are presented
and conceptually verified with this formulation, compared to references in the literature. From
the good results found, it is considered a good and new alternative for saturated porous media

problems.

Keywords: Poroelasticity. Theory of Mixtures. Finite Element Method. Positional formulation.

Navier-Stokes-Brinkman. Strong partitioned coupling.
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1 INTRODUCAO

Materiais porosos podem ser encontrados na natureza como inanimados, objetos como
areia, solo e rocha, como corpos vivos, como tecido vegetal e carne e 0ssos animais, ou materiais

feitos pelo homem para vdrias industrias ou aplicagdes biomédicas (CHENG, 2016).

Os materiais porosos sdo caracterizados como materiais com uma estrutura interna,
descritos por uma fase sélida e poros, abertos e fechados. No caso da fase sélida, essa € definida
comumente como matriz, ou esqueleto, do dominio poroso. Ja os poros sdo regides do dominio

que podem ser preenchidos com um ou mais tipos de fluidos.

A presenca de poros tem um significado fisico na descri¢do mecanica do comportamento
de meios porosos, devido ao fato da existéncia de uma estreita interagdo entre as respostas das
fases constituintes, e uma vez que diferentes constituintes tém diferentes propriedades e estados

individuais de deformacao.

No caso de problemas poroelastodinamicos, esses sdo afetados pela deformacgdo da
matriz s6lida e pelo fluxo transitorio através dos poros abertos. A presenca de forcas inerciais das
fases torna a solug@o dos problemas altamente exigentes computacionalmente. No caso campo
da engenharia geotécnica, materiais porosos saturados t€ém um comportamento diferente quando

sdo carregados rapidamente (ndo drenado) e lentamente (drenado).

A interacdo entre o fluido presente nos poros e o esqueleto sélido dos geomateriais
porosos € um problema de fluxo de fluidos e de deformacdo sélida totalmente acoplada (como
ocorre em rochas e solos), que tem sido estudado em muitos campos da engenharia, como a
engenharia de reservatorios, a engenharia hidriulica e hidroelétrica, a engenharia geotécnica e
ambiental (LEWIS; SCHREFLER, 1998; VERRUIT, 2013).

Essa interacdo € considerada como forte no comportamento mecanico de sélidos poro-
sos saturados. No caso de problemas dindmicos para materiais como solos, pode ocorrer um

amolecimento do material pelo processo de liquefagdo.

De acordo com a teoria Termodinamica dos Meios Porosos, é considerado que todos
os constituintes do dominio poroso ocupam os mesmos pontos espaciais de um elemento
representativo, ou seja, dominios das fases sdo continuos sobrepostos, tendo caracteristicas

ponderadas pela fracdo de volume da respectiva fase (porosidade).

A partir do uso da Teoria da Misturas (Mixture Theory) de Bowen (1976) e conceito
de fracdao volumétrica de Woltmann (1794) (Volume Averaging) (ver Figura 1.1 para ilustracao
do conceito de fragdo volumétrica das fases) iniciou-se o desenvolvimento dessa metodologia
aos solidos porosos saturados, para constituintes incompressiveis e compressiveis, e portanto,

uma formulacdo continua acoplada ao volume do dominio poroso, dissertada em trabalhos como
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de Boer (2001), Boer (2003) e Markert, Heider e Ehlers (2010). Essa teoria é validada em seu
modelo linear com a Teoria de Biot (1941b), Biot (1956¢), em que as diferengas ocorrem dadas

as consideragdes do modelo constitutivos.

Figura 1.1 — Imagens 3D (400 zm?) reconstruidas para amostra de cerimica referente as fragdes
volumétricas das fases; a) fase solida; e b) fase fluida.

a)
Fonte: Marques, Appoloni e Fernandes (2011).

Para o modelo macroscépico, independente do procedimento realizado para estruturacio
das equacdes governantes, a interagdo soélido-fluido no volume médio do modelo bifésico é
definido por uma troca de momentum entre as fases, que resulta nas leis de conservacao para

cada constituinte do meio poroso e também para a mistura como um todo.

Diferentes sao as formulacdes e estratégias numéricas para solucdes desses problemas.
Algumas delas presentes na literatura sio as formulagdes u-v-p, u-w-p e u-p, pela dependéncia
da escolha das varidveis primdrias e condi¢des do problema, cada uma delas tem sua devida

condicdo ideal de aplicacao.

Na dindmica dos meios porosos saturados, refere-se a um problema de propagacio de
ondas. Diversos trabalhos enfatizaram de modo adequado a metodologia da Teoria das Misturas,
valendo citar Zienkiewicz e Shiomi (1984), Zienkiewicz (1982) e Zienkiewicz et al. (1999),
nesse contexto, mas nao menos importantes os trabalhos de Diebels e Ehlers (1996), Breuer
(1999) e Li, Borja e Regueiro (2004a).

Nesse contexto, os métodos numéricos sdo comumente utilizados para contornar di-
ferentes tipos problemas, pela inviabilidade de utilizagdo de solucdo analitica em indmeros
casos, dada sua complexidade, seja na andlise dindmica ou estética, enfatizando a necessidade de

investigacdo de modelos computacionais para a mecanica dos meios porosos.

Formula¢des comumente encontradas na literatura apresentam equagdes constitutivas

e sistemas totalmente acoplados no contexto da poroelasticidade (monoliticos), ou seja, um
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Unico sistema de equagdes a serem resolvidas simultaneamente, sendo computacionalmente
mais caro pela memoria necessdria, porém mais robusto. Conforme Zienkiewicz e Chan (1989)
essa estratégia parte de um acoplamento forte e bidirecional (intersecc¢do total ou parcial entre

dominios fisicos).

De acordo com Oyekole (2020), ao contrario da estratégia monolitica, os métodos
particionados tém um elevado grau de sensibilidade a implementacdo numérica das condi¢des de
acoplamento que existem entre os problemas fisicos resolvidos separadamente, tornando a sua

concep¢do um desafio.

A estratégia de acoplamento forte bidirecional também € utilizada em modelos desenvol-
vidos com o Método dos Elementos de Contorno (CHENG; PRENDELEANU, 1987; CAMPOS;
MESQUITA, 1996; FERRO, 2002; JR., 2004).

Trabalhos prévios do grupo de pesquisa utilizaram acoplamento forte bidirecional em
implementagdes numéricas usando Método dos elementos de Contorno na modelagem de
problemas envolvendo pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes do tipo poroeldsticos
lineares (WUTZOW et al., 2005), poroelastoplésticos enrijecidos (WUTZOW et al., 2006), e

poroelastoplasticos saturados enrijecidos e poroelastoplasticos ndo saturados (WUTZOW, 2008).

Neste trabalho, abordam-se problemas fortemente acoplados de forma particionada, onde
multiplas interacdes dos subproblemas sao realizadas dentro de cada incremento temporal. Essa
estratégia requer menos memoria que a monolitica, porém pode necessitar de iteracdes adicionais
para alcancar a convergéncia global. A presente metodologia permite o melhor controle das
condic¢des referentes aos problemas fisicos separadamente, além de estar sujeito a instabilidades

numéricas devido as condi¢des de acoplamento.

Este trabalho tem como proposta o desenvolvimento de um modelo numérico partici-
onado forte para caracterizar a resposta de meios porosos totalmente saturados submetidos a

solicitagdes dindmicas.

O algoritmo € desenvolvido a partir do Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP)
em descri¢do Lagrangiana Total proposto por Bonet et al. (2000) e Coda e Greco (2004) com
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff para simulacdo da fase solida e, fase fluida, considera-se
escoamento Newtoniano, utilizando formulagdo estabilizada do Método dos Elementos Finitos
(MEF), em descricao Lagrangiana-Euleriana-Arbitraria (ALE), adotando o modelo de Navier-
Stokes-Brinkman, de forma que € possivel simular problemas de Navier-Stokes (sem a fase sélida)
até problemas de Darcy. Esse programa foi desenvolvido pelo grupo de pesquisa GRUMEC
(USP-Sao Carlos).

Para ambas as fases, utiliza-se uma técnica de integra¢ao temporal implicita a-generalizado,
permitindo dissipacdo de altas frequéncias, precisdo de segunda ordem e técnica incondicional-
mente estavel. Ambas as fases sdo adaptadas para contemplar um modelo poroso assumindo-se

ambos os materiais incompressiveis e porosidade constante.
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Os métodos sdo descritos de forma contextualizada em cada um dos capitulos deste
trabalho. Finalmente, foi investigado os comportamentos do modelo através da andlise de
exemplos pertinentes presentes na literatura demonstrando robustez e potencial da metodologia

apresentada.

1.1 OBIJETIVOS
1.1.1 Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de um modelo computacio-
nal para simulac@o de problemas poroelastodindmicos saturados por acoplamento particionado
forte entre dois problemas fisicos. Dentro desse escopo, alguns objetivos especificos podem
ser listados como etapas a serem vencidas ao longo do desenvolvimento do trabalho, que estao

descritos a seguir.

1.1.2 Objetivos especificos

i. Descrever o Método dos Elementos Finitos (MEF) em formulacio posicional na
mecanica dos sélidos, assim como sua implementacdo para anélise de problemas estaciondrios e

transientes;

1. Apresentar uma sistemdtica adequada para o acoplamento de diferentes problemas
fisicos segundo proposta de formulagdo de acordo com as varidveis primdrias e estratégia

utilizada;

17. Desenvolver uma ferramenta computacional eficiente aplicada no &mbito da poroelas-

ticidade dinamica saturada por acoplamento particionado forte entre problemas fisicos;

17¢. Realizar um estudo da fenomenologia e das hipéteses utilizadas na modelagem do
comportamento de materiais porosos saturados materialmente incompressiveis com porosidade

constante; e

1v. Verificar a eficiéncia do integrador temporal a—generalizado a partir das escolhas

para os raios espectrais das fases e técnica particionada.

1.2 JUSTIFICATIVA

A mecéanica dos meios porosos € de grande interesse em muitas disciplinas como enge-
nharia geotécnica, engenharia sismica, hidrogeologia, geofisica, fisica do solo, engenharia de

petréleo, biomecanica, fisico-quimica, engenharia agricola e ci€ncia dos materiais.

A modelagem numérica de sistemas fisicos que abrangem uma ampla gama de problemas
em diferentes dreas da ciéncia e tecnologia, especialmente na engenharia, tem experimentado
grande progresso nos ultimos anos. O uso crescente de computadores, combinado com sua

evolucao tecnoldgica, € o fator mais forte e determinante que contribuiu para esse avango. As
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maquinas estdo ficando mais sofisticadas, poderosas e rdpidas, com capacidade de armazena-
mento crescente. A cada dia hd novos lancamentos na drea de tecnologia da informacao, seja

referente a hardware ou software.

O presente trabalho apresenta uma formulacio nova para o estudo da poroelasticidade,
dado as varidveis do problema, sendo elas pressdo do fluido (p/), velocidade do fluido (v/) e

posi¢io do sélido (y*), chamada assim de formulacio y*-v/-p/.

Este estudo tem por finalidade a apresentacdo de uma estratégia de associag¢ao dos proble-
mas fisicos das fases e desenvolvimento de um cédigo computacional capaz de simular os efeitos
gerados no comportamento de materiais poroelésticos por meio do acoplamento particionado
forte das fases fluido-sélida e solida-fluido, dada a grande complexidade da simulacdo numérica
e estratégia de desacoplamento das fases (ie, particionamento dos problemas fisicos). Assim, de
modo a contemplar problemas atrelados aos meios porosos, para os quais solu¢des analiticas

deixam de ser satisfatdrias devido a suas simplificacoes.

A decomposi¢do do modelo referente aos subsistemas que controlam as equacdes gover-
nantes das fases requer metodologias precisas para o devido acoplamento poroelastico. Nesse
contexto, algoritmos sao desenvolvidos de forma desacoplada, de forma a reduzir o esforco
computacional. As vantagens do desacoplamento sdo a flexibilidade de adotar métodos numéri-
cos apropriados para cada subsistema que herdem naturalmente suas peculiaridades, além da
comodidade de aproveitar simuladores robustos e eficientes ja desenvolvidos para cada um dos
subsistemas (SETTARI; WALTERS; BEHIE, 2001).

Além dos aspectos supracitados, a relevancia no desenvolvimento de algoritmo utilizando
0 Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP) tem como diferencial a aplicagdo do MEF
em nova formulacdo aplicada em problema na drea da engenharia geotécnica e de valiosa
necessidade de entendimento pleno das condi¢des do problema. Segundo os trabalhos de Coda
(2003) e Coda e Greco (2004), a formulacdo posicional € baseada na descricao da posi¢ao,
apresentando elevado grau de convergéncia de resultados e precisdo assertiva em relagdo a
solugdes analiticas e demais solugdes numéricas, de forma prética de aplicacdo em problemas da

engenharia.

1.3  METODOLOGIA

A metodologia empregada para o presente trabalho pode ser dividida em seis partes, a
saber: (1) Revisao bibliografica; (2) Desenvolvimento de um cddigo computacional baseado no
MEFP para andlise estética e dindmica de s6lidos bidimensionais; (3) Introdu¢do a Mecanica
dos fluidos Computacional e sistemdtica; (4) Mecanica dos Meios Porosos e acoplamento
entre dominios fisicos; (5) Estratégia particionada de solu¢do do problema poroelastodinamico;
(6) Exemplos para verificagdo dos codigos. Na sequéncia, apresenta-se o detalhamento dos

procedimentos metodolégicos adotados em cada uma dessas partes:
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1. Revisdo bibliografica: Busca-se associar os estudos mais importantes sobre o assunto
para fornecer o suporte e o embasamento técnico-cientifico necessarios para a realizagcdo desta

pesquisa.

2. Desenvolvimento de um cédigo computacional baseado no MEFP para anélise bidi-
mensional de s6lidos: Nesta fase desenvolveu-se um programa em linguagem C++ orientada a
objeto para possibilitar a simulagdo da fase sélida de um problema fisico. Para a implementacdo
do cddigo, empregou-se a formulacdo do Método dos Elementos Finitos Posicional (BONET
et al., 2000; CODA, 2003), considerando a descricdo Lagrangiana total e a lei constitutiva de
Saint-Venant-Kirchhoff. Nessa abordagem, a ndo linearidade geométrica é considerada de forma
intrinseca, e aplica-se o método incremental iterativo de Newton-Raphson para solu¢do do sistema
de equacdes nao lineares. Para a discretizacdo do dominio continuo, utiliza-se polindmios de
Lagrange aplicados a elementos finitos triangulares com grau de aproximacao linear, quadratico
e cubico. Para discretizacdo temporal foi utilizado os integradores temporais de Newmark e

a-Generalizado.

3. Introducdo a Mecanica dos fluidos Computacional e sistematica: Nesta etapa foi reali-
zada uma revisdo sobre a Mecanica dos Fluidos com escoamentos incompressiveis, formulacao
ALE (transi¢do entre descricdo Euleriana e Lagrangiana) e técnicas de estabilizagcdo aplicadas a
Equacao da continuidade e Navier-Stokes-Brinkman. Tal metodologia € utilizada no software
pertencente ao Grupo de Pesquisa (GRUMEC) do Departamento de Engenharia de Estruturas
(SET/EESC - USP), sendo utilizado sua forma adaptada (homogeneizada) em func¢do de sua

fracdo volume no dominio poroso, apresentada a posteriori.

4. Mecanica dos Meios Porosos e acoplamento entre dominios fisicos: Para descri¢do
das equacdes do problema, apresentou-se a formulacdo referente & mecanica dos meios porosos
saturados materialmente incompressiveis, equacdes constitutivas, associacao entre as fases do

dominio e seu devido acoplamento, em relagc@o as suas varidveis de campo e temporais.

5. Estratégia particionada de soluc¢do do problema poroeldstodinamico: O objetivo desta
etapa foi associar a sistemaética entre os dois problemas fisicos para simulacdo de um dominio
poroso saturado na forma particionada forte, em sua andlise dindmica, dada a sua consideragcao
de forcas inerciais e interacdo entre as fases. Portanto, para uma melhor aproximagdo da resposta

temporal do problema poroso.

6. Exemplos para verificacdo dos cddigos: A dltima fase consistiu em utilizar exemplos
presentes na literatura com o intuito de verificar a robustez e precisdo dos cddigos, fase solida e
fluida em estratégia particionada forte, sugerindo exemplos especificos para analisar cada uma

das fases de desenvolvimento do programa.

Os c6digos computacionais foram desenvolvidos em linguagem C++ em ambiente Linux,
os sistemas lineares resultantes das discretizacio sdo resolvidos por solver direto (MUMPS) pela
biblioteca PETSc (BALAY et al., 2022). A geragao das malhas foi realizada pelo programa Gmsh
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4.4 (GEUZAINE; REMACLE, 2020). Para o pds-processamento e geracao de graficos foram
empregados, respectivamente, o Paraview (HENDERSON, 2007) e o Gnuplot (WILLIAMS;
KELLEY, 2013).

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A presente dissertacao se encontra dividida em sete capitulos, abrangendo temas relacio-
nados & mecénica do continuo associada aos s6lidos deformdveis, método dos elementos finitos

posicional, mecanica dos fluidos e mecanica dos meios porosos saturados.

O primeiro capitulo tem como finalidade introduzir o leitor ao tema da pesquisa, apresenta

as motivacdes, objetivos, metodologia e a prépria organizacao do trabalho.

No segundo capitulo € realizado uma sintetizacdo sobre o estado da arte referente
a poromecanica. J4 no terceiro capitulo € apresentada de forma sistemadtica os conceitos da
mecanica do continuo atrelada a mecanica dos sélidos deformdveis, equilibrio Euleriano e
Lagrangiano, apresentando conceitos referentes como tensor de deformacdes de Green-Lagrange
e o segundo tensor de Tensodes de Piola-Kirchhoff, bem como a lei constitutiva de Saint-Venant-
Kirchhoff.

Conceitos importantes para a implementacdo da parcela sélida e dedu¢do do MEF
posicional estédtico e dinamico utilizando esses tensores como conjugados energéticos para o

problema de grandes deslocamentos, pequenas e médias deformacdes.

Ao decorrer do quarto capitulo sdo abordados os conceitos utilizados na formulagdo do
método dos elementos finitos baseado em posi¢des, assim como conceitos vinculados a andlise
nao linear geométrica, andlise estdtica e dinamica, e a técnica de resolug¢do de sistemas nao
lineares (Newton-Raphson). Na secdo a posteriori sdo apresentados os integradores temporais
de Newmark-/3 e a-Generalizado, empregados para o equacionamento do sistema dindmico e

exemplos de validacio.

No capitulo cinco € descrito a formulacdo da mecanica dos fluidos e suas equacdes
governantes para escoamento de fluido newtoniano. Conceitos importantes sobre a Descri¢ao
Lagrangiana-Euleriana Arbitraria sdo apresentados, assim como técnicas de estabilizacao uti-
lizadas na formulagdo acoplada a este trabalho. O integrador temporal nessa formula¢do € o

a-Generalizado.

No capitulo seis € abordado a sistemadtica para a formulacdo de modelo bifésico baseada
na Teoria das Misturas e fragao volumétrica das fases para fases materialmente incompressiveis.
Conceitos importantes sobre as consideracdes deste modelo sdao apresentadas. Um sumaério de
equacdes juntamente com um esquema interativo sao apresentados para facilitar o entendimento
ao leitor. Na ultima secado sao apresentados os exemplos de validagdo, assim como as devidas

consideragdes em relacdo aos resultados obtidos.
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Por fim, no dltimo capitulo s@o apresentadas as conclusdes pertinentes baseadas nos
resultados obtidos e objetivos propostos inicialmente neste trabalho, juntamente a sugestoes

pertinentes para trabalhos futuros de continuidade.
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2 ESTADO DA ARTE

Este trabalho é dedicado ao estudo da resposta dindmica de meios porosos saturados com
aplicagcdes vinculadas a engenharia geotécnica sismica. Nesse contexto, € apresentado um breve
estado da arte referente aos contetidos da mecénica dos s6lidos computacional, mecéanica dos
fluidos computacional e mecanica dos meios porosos. Almeja-se com este Capitulo contextualizar
os temas inicialmente desacoplados a luz dos artigos cientificos presentes na literatura e por fim,

associa-los a Secdo 2.3.

2.1 MECANICA DOS SOLIDOS COMPUTACIONAL

Diferentes sao as técnicas numéricas aplicadas a mecanica dos sélidos, tais como Mé-
todo dos Elementos Finitos (MEF), Método dos Elementos de Contorno (MEC), Método dos
Volumes Finitos (MFV) e Método das Diferengas Finitas (MDF), por exemplo. Uma vasta gama
de softwares comerciais utilizam o MEF, e nesse contexto, o desenvolvimento da mecanica

computacional estd atrelado a evolugao e aprimoramento do método dos elementos finitos.

Existem, na mecanica dos sélidos, defini¢des diferentes de tensdes e deformagdes para
corpos analisados. A questdo € que nem todas sdo adequadas em qualquer situacdo. Segundo
Ogden (1997) é comum na literatura a utilizacdo da deformac¢do de engenharia para lidar com
problemas que envolvam pequenas deformacoes e deslocamentos. Essa medida, entretanto, perde
a exatidao a medida que as deformacgdes e deslocamentos aumentam. Isso ocorre porque essa
medida ndo € objetiva, isto €, pode apresentar valores nao nulos de deformacio quando a estrutura

descreve apenas movimentos de corpo rigido.

Os problemas sélidos inicialmente na literatura foram concebidos sob a visdo de pequenos
deslocamentos e deformacdes, limitados a andlises lineares, ou seja, a configuracdo deformada se
confunde com a configuragao inicial. Entretanto, tal consideracdo torna-se irreal ao se comparar
com situagdes presentes na natureza e na pratica de engenharia. Assim, Turner et al. (1960) e

Argyris (1964) apresentaram conceitos associados a ndo linearidade geométrica (NLG).

Um ponto necessario para realizar andlises com grandes deslocamentos € a adogdo de
uma medida de deformacdo objetiva, como, por exemplo, a deformacdo de Green-Lagrange.
Seu correspondente (conjugado) energético € a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie,
que ndo possui um significado fisico, mas pode ser convertida na tensao de Cauchy, permitindo

assim uma interpretacao mais precisa dos resultados obtidos.

O modelo constitutivo utilizado para relacionar essas grandezas € a lei de Saint-Venant-
Kirchhoff. Essa lei pode ser interpretada como uma generalizac¢do da lei de Hooke, que permite a
andlise de deformacdes com caracteristicas geometricamente ndo lineares, e, portanto, pequenas

e médias deformacdes. Assim, Saint-Venant-Kirchhoff estabelece uma relacdo linear entre a



38 Capitulo 2 ESTADO DA ARTE

deformacdo de Green-Lagrange e a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, o que a torna
inadequada para andlises que envolvam grandes deformagdes, por ndo atender a condi¢ao de

crescimento, permitindo a inversdao do material.

Desse modo, o equilibrio € considerado na configura¢do deformada do sélido. Entre os
trabalhos classicos que fomentaram o desenvolvimento do MEF no dmbito da andlise ndo linear
geométrica, citam-se Zienkiewicz e Morice (1971), Argyris et al. (1979), Riks (1979), Crisfield
(1981), Bathe (2014), Bonet e Wood (1997), Ogden (1997), Holzapfel (2004) e Zienkiewicz e
Taylor (2005).

De acordo com Holzapfel (2004), as formulac¢des advindas da mecénica ndo linear sdo
usualmente classificadas em Lagrangianas ou Eulerianas, a depender do modo utilizado para
descrever a cinematica do meio. Na descricdo Lagrangiana, também chamada de descri¢ao
material, o comportamento de uma particula, ou ponto material, ¢ acompanhado quando essa se
move no espacgo. Ja na descricdo Euleriana, ou espacial, descreve-se o que acontece a um ponto

fixo do espago ao longo do tempo.

Na descri¢do Lagrangiana, em que as varia¢des do problema sdo medidas em relacdo a um
referencial fixo no ponto material, podendo ser subdividida em total, atualizada e parcialmente
atualizada. De acordo com Wong e Tin-Loi (1990), Crisfield, Remmers e Verhoosel (1991), Bathe
(2014), na descricao Lagrangiana total o referencial corresponde a configuracio inicial para
todos os parametros ao longo do tempo. Ja na descri¢do Lagrangiana parcialmente atualizada o
referencial € a configuracdo de equilibrio do passo anterior, seja para um incremento de carga
ou de tempo atual. E por fim, na atualizada a configuragdo de referéncia € atualizada em cada

iteragao.

Conforme Bonet e Wood (1997), independentemente da descri¢do utilizada, de uma
maneira cinematicamente exata, o equacionamento deve possibilitar descrever a posicao de
cada ponto do corpo durante todo seu movimento, portanto formulado em descri¢do espacial

(Euleriana). Em seguida, este pode ser transformado para descricao material (Lagrangiana).

Na literatura outras abordagens foram incorporadas, destacando-se a corrotacional de-
senvolvida por Truesdell (1955), estratégia que se consiste na decomposi¢io cinemadtica das
parcelas de movimento de corpo rigido e movimento de deformacgdo, que podem ser encontradas
nos trabalhos de Hughes e Liu (1981), Argyris (1982), Simo e Fox (1989), Crisfield, Remmers e
Verhoosel (1991) e Bathe (2014).

Como alternativa ao MEF tradicional (forma classica), que adota o campo de deslo-
camentos e rotacoes como parametros nodais, 0 MEF em sua versdo posicional passou a ser
empregado, utilizando as posi¢des como parametros nodais apresentado em Bonet et al. (2000),

Coda (2003), sendo uma formula¢do em que utiliza uma descri¢do Lagrangiana total.

Diversos artigos podem ser citados relacionando a aplicacdo do MEFP com diferentes

abordagens de problemas nao lineares. Em Coda e Greco (2004), Greco, Coda e Venturini
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(2004) e Greco e Coda (2006) sdao estudados problemas estdticos e dindmicos envolvendo
estruturas reticuladas planas com grandes deslocamentos. J4 em Coda e Paccola (2007) e Coda e
Paccola (2008) analisaram problemas NLG de cascas. Uma avaliagcdo estrutural termomecanica
¢ apresentada em Carrazedo e Coda (2010) e Rigobello, Coda e Neto (2014).

Outros trabalhos no dmbito da pesquisa de solu¢ao de problemas fisicos sob IFE utili-
zando MEFP para situagdes de acoplamento particionado e monolitico, vale citar (SUAREZ,
2016), (FERNANDES, 2016) e(MOREIRA, 2021), assim como o trabalho de (AVANCINI,

2023) com uso de formulacdo do MEF baseada em posi¢des e particulas.

A técnica dos elementos finitos posicionais emprega uma aproximacao para determinar
as posicdes nodais utilizando polindmios de Lagrange, Hermite ou NURBS (Non Uniform
Rational Basis Spline), por exemplo. Essa abordagem utiliza o principio da energia potencial

total estaciondria para determinar as referidas posicdes nodais.

Um sistema ndo linear de equagdes é configurado ao estabelecer a nulidade da primeira
variacdo do funcional de energia potencial total (HOLZAPFEL, 2004). A solucdo desse sistema
ndo linear pode ser obtida por uma técnica baseada no método de Newton-Raphson (KRENK,

1995). Uma descricao mais detalhada a respeito do MEFP pode ser encontrada em Coda (2018).

2.2 MECANICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

Seja uma particula de material s6lido ou fluido, estdo sujeitos as mesmas leis fisicas, e
no caso, a partir da Segunda Lei de Euler o equilibrio de corpos e meios continuos € obtido, e
suas diferenciacdes ocorrem pelas consideracdes dos modelos constitutivos de cada material. Ao
contrario dos sélidos, os fluidos (Newtonianos) ndo sdo capazes de resistir a tensdes desviadoras,
podendo se deformar indefinidamente quando submetidos a solicitagdes desse tipo. Assim, a
descri¢ao Euleriana, com velocidades como varidveis principais demonstra adequadas para uma

vasta gama de problemas de escoamentos de fluidos.

Neste trabalho destaca-se o modelo de fluidos Newtonianos, pela énfase da tratativa
do trabalho e pela abrangéncia em diversos problemas da natureza. Os fluidos Newtonianos
tém como caracteristica a ndo resisténcia a tensdes de cisalhamento, podendo deformar-se

indefinidamente sob quaisquer estado de tensdes nao nulos.

Na dinamica dos fluidos computacional (CFD em inglés), assim como na mecénica dos
solidos, diferentes sdo os métodos e abordagens para o desenvolvimento de técnicas estaveis,
como no caso de diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos. J4 o MEF aplicado a
CFD comecou a ser bastante utilizado devido a aspectos como permitir a utilizacdo de malhas
arbitrarias ndo estruturadas, e facilitar a imposi¢ao de condi¢des de contorno em fronteiras
curvas e de geometria complexa, tornando-se vantajoso quando comparado aos outros métodos
existentes (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; TAYLOR, 2000).

Partindo do principio da elasticidade e descri¢do de um funcional de energia, comu-



40 Capitulo 2 ESTADO DA ARTE

mente utiliza-se métodos variacionais, como o Método dos Residuos Ponderados, Principio dos
Trabalhos Virtuais ou o Método de Rirz, gerando assim uma matriz de rigidez simétrica (ver
Zienkiewicz, Taylor e Nithiarasu (2005) e Strang e Fix (2008)).

Na Mecéanica dos Fluidos, em descri¢dao Euleriana, segundo Brooks e Hughes (1982)
devido as equacgdes de Navier-Stokes terem termos convectivos, estratégias como método de
Galekin tornam as matrizes assimétricas e para os casos de conveccao dominante, ou seja, nimero
de Reynolds alto, geram variagdes espurias nos campos das varidveis do problema e gerando
instabilidade. Contudo, esses problemas podem ser minimizados com um refino de malha, muitas

vezes excessivo, ou com o uso de técnicas capazes de estabilizar os campos instaveis.

Assim, alteracdes ao método classico de Galerkin foram propostas na literatura, como por
exemplo, as técnicas Stramline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) (BROOKS; HUGHES, 1982),
Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG) (TEZDUYAR, 1992), Galerkin Least-Squares
(GLS )Y(HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989) e Least-Squares on the Incompressibility
Constraint (LSIC) (TEZDUYAR; OSAWA, 2000).

Existem outras técnicas pertinentes na literatura, como Sub-Grid Scale (SGS) (HUGHES,
1995) ou Consistent Approximate Upwind (CAU) (GALEAO; CARMO, 1988). J4 em Fernandes
(2020) foram utilizados as técnicas SUPG, PSPG e LSIC. As caracteristicas destas técnicas par-
tem de um principio fisicos de imposicao de uma viscosidade artificial as equag¢des governantes,

contornando problemas vinculados a resultados inauténticos.

Para contornar o problema gerado no campo de velocidade em escoamentos turbulentos,
Brooks e Hughes (1982) introduziram a técnica eficiente chamada Streamline Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG), com efeito de estabilizacao na direc@o das linhas de corrente do escoamento,
de modo a eliminar os problemas numéricos gerados pela convecgdo. Esta técnica parte do
principio de introduzir a forma fraca (integral), obtida pelo método de Galerkin, o residuo
da equacdo de conservacao da quantidade de movimento ponderada por termos estabilizantes,

resultando na técnica do tipo Petrov-Galerkin.

Outra instabilidade que pode ocorrer é no campo de pressao, ao utilizar combinagdes
de funcdes aproximadoras entre os campos de velocidade e pressado, e assim, geram variagdes
espurias no campo de pressao por nao satisfazer a condi¢do de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(LBB) (BABUgKA, 1973; BREZZI, 1974), atrelado a unicidade de solu¢cdo em problemas com

ponto de sela.

Para satisfazer as limitacdes da condi¢do de LBB pela escolha arbitraria dos espacos
de aproximacgdo dos campos de varidveis, Tezduyar (1992) embasado na técnica proposta por
Hughes, Franca e Balestra (1986) Hughes, Franca e Balestra (1986), desenvolveu a estratégia
numérica para estabilizagdo da pressdo definida como Pressure-stabilizing/Petrov-Galerkin
(PSPG), contornando portando a condicao de LBB e permitindo que as fun¢des de interpolagcao

de velocidade e pressdo sejam iguais.
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Muitos sdo os trabalhos com nas dltimas décadas vinculados a escoamentos incom-
pressiveis, vale ressaltar Tezduyar (2003a), Hsu et al. (2010) e Bazilevs, Takizawa e Tezduyar
(2013).

A formulacao utilizada por Fernandes (2020) em seu trabalho e desenvolvimento de c6-
digo computacional foi do tipo mista, portando com varidveis primitivas do problema: velocidade

€ pressao.

Nesse contexto, uma formulagdo de extensdo chamda de equacdes de Navier-Stokes-
Brinkman, descrita de forma clara no trabalho de Nillama, Yang e Yang (2022), trata o problema
de escoamento de fluidos entre transi¢des entre Darcy, Darcy-Brinkman (viscoso) e Navier-
Sokes. Essa metodologia foi tomada como base no presente trabalho, de modo que em funcao
da porosidade e permeabilidade define-se em qual regime de escoamento a regido do dominio

encontra-se.

As equacdes da Mecanica dos Fluidos em geral sdo descritas por uma formulagao
Euleriana (i.e, dominio computacional fixo ao longo do tempo). Em situacdes especiais como
no caso de problemas com contornos maéveis, ou seja, situacdo em que ocorre interacao entre
dois dominios distintos, como em problemas de Intera¢do Fluido Estrutura (IFS) e casos da
poromecanica em escala macroscopica entre dominios sobrepostos, requer-se o uso de outras

técnicas para representacao devida do fendmeno.

De acordo com Tezduyar (2006), Akkerman et al. (2012), escoamentos incompressiveis
com contornos moveis sao subdivididos em: métodos de rastreamento de interface (interface
tracking), ou métodos de malhas moveis, e métodos de captura de interface (interface capturing),

ou métodos de malhas fixas.

Especificamente para o caso dos métodos de rastreamento de interface, € necessario
que a malha do fluido precisa ser dinamicamente movimentada e esta ser influenciada pelo
movimento do dominio s6lido. Uma boa estratégia presente na literatura é a apresentada por
Donea, Giuliani e Halleux (1982), uma descricao Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (ALE) para o
dominio do fluido. Outro método mais atual presente na literatura sdo formulacdes estabilizadas
espaco-tempo (em inglés, Stabilized Space-Time - DSD/SST) introduzidos nos trabalhos de
Tezduyar et al. (1992a), Tezduyar et al. (1992b) e Masud e Hughes (1997).

Enfatizando a abordagem da descri¢cdo ALE, presente no desenvolvimento do trabalho de
Fernandes (2020), tem como ideia bésica de permitir que ocorra 0 movimento da malha, assim
como ocorre na descricdo Lagrangiana, sem se desassociar ao movimento das particulas atrelado

a descricdo Euleriana.

Nesse contexto, para associar mais de um dominio computacional, no caso sélido e
fluido, existem duas abordagens, a monolitica e particionada. A abordagem monolitica consiste
na resolucdo dos dois problemas de forma simultdnea no acoplamento das fases. Ja no caso

particionado, os dois dominios sdo resolvidos separadamente.
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O acoplamento particionado pode ainda ser classificado em duas categorias: forte ou
fraco (ROUX; GARAUD, 2009a). No acoplamento forte (implicito), o esquema € realizado para
que as correcdes de acoplamento ocorram durantes as iteracdes no mesmo passo de tempo. Ja
no acoplamento fraco (explicito), as correcdes e transferéncia de condi¢des entre as interfaces
ocorrem na primeira iteracdo do passo de tempo (i.e, uma tnica vez). Esses esquemas permitem

uma modularidade e desassociacao entre as técnicas especificas de cada dominio fisico.

Segundo Causin, Gerbeau e Nobile (2005), Brummelen (2009), os esquemas partici-
onados podem ter dificuldade de convergéncia devido a defasagem entre as duas integragcoes
temporais, assim como problemas de instabilidade devido ao efeito de massa adicionada, que
ocorre quando os dois dominios t€ém densidades semelhantes, resultando, portanto, em um
problema com um ponto de bifurcagdo. De acordo com Heil, Hazel e Boyle (2008) o esquema

monolitico tem como sua principal desvantagem o alto custo computacional.

2.3 MECANICA DOS MEIOS POROSOS

A mecanica dos meios porosos se difere da mecanica convencional aplicada a meios
monofésicos pela interacdo mecanica que surge entre os materiais que compdem o dominio
poroso, sendo o modelo bifasico constituido por matriz sélida e o fluido que percola nos poros.
Desse modo, a teoria dos meios porosos € de grande interesse para avancos na pesquisa nas mais

diferentes areas.

Alguns dos tipos mais comuns de materiais porosos na engenharia sio: solo, rocha e
concreto. Referente a esses materiais, diversas sdo as aplicagdes na Engenharia Civil, como:
andlise de percolacdo em solos, reservatdrios de dgua e barragens, estudado por exemplo nos
trabalhos de Gawin, Baggio e Schrefler (1995) e Gamnitzer e Hofstetter (2013), e também em
andlise sismica em dominios porosos (ver Masson e Pride (2014)), sendo existente na literatura
diversos modelos para problemas no ambito da acustica de propagacao de ondas em dominios
poroeldsticos como, por exemplo Jakobsen, Johansen e McCann (2003) e Matuszyk e Demkowicz
(2014).

Na drea da biomecénica, existem uma vasta gama de problemas que envolvem problemas
porosos, com uso de modelos para modelar o comportamento de ossos, tecidos moles e pulmao
humano, encontrado nos trabalhos de Almeida e Spilker (1998), Cowin (1999), Berger et al.

(2016), respectivamente.

O nome mais importante no ambito da Teoria dos Meios Porosos foi Henri-Philibert
Darcy (1803-1858), que definiu a partir de seus experimentos de fluxo de 4gua em meios porosos
(ver por exemplo (DARCY, 1856)) a razdo entre a quantidade de volume total filtrante no meio e

sua perda de pressao, sendo esta vinculada na relacdo de fluxo hoje conhecida pela Lei de Darcy.

Subsequente, Karl von Terzaghi (1883-1963), atualmente reconhecido como fundador

(pai) da Mecanica dos solos, introduziu conceitos importantes em meios porosos saturados
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considerando o meio poroso deformavel, a teoria da consolidacdo unidimensional e o principio
da tensao efetiva (ver (TERZAGHI, 1923)). Assim, como o trabalho de Woltmann (1794),
pioneiro na teoria dos meios porosos e introduziu o conceito de volumes fracionados no dominio

poroso.

Entre os anos de 1913 e 1936 os pesquisadores Fillunger e Terzaghi desenvolveram
diversos trabalhos importantes que contribuiram para o avan¢o na mecanica dos solos. Em Ter-
zaghi (1923) foram investigados meios porosos saturados deformaveis utilizando o principio das
tensoes efetivas. Ja em Fillunger (1936) foi apresentado a formulacio de balanco de quantidades

de movimento e massa para os casos de consolidacao unidimensional.

A partir da abordagem de Fillunger (1936) foi introduzido o conceito de volume médio
das fases que ficou posteriormente conhecida na mecanica dos meios porosos como teoria das

misturas (atualmente).

A posteriori de Terzaghi, Maurice Anthony Biot (1905-1985) generalizou a teoria ja
existe para problemas tridimensionais, conforme seus trabalhos Biot (1941a), Biot (1941b),
e também introduziu efeitos de carga dindmica em meios porosos, assim como expandiu sua
formulacao para modelos anisotrépicos, viscoeldsticos da parcela solida e propagacdo actstica,
como pode ser visto nos trabalhos Biot (1955), Biot (1956b), Biot (1956a), Biot (1962) e Biot
(1963).

A teoria relativa ao comportamento entre fluidos e sélidos (i.e, teoria das misturas)
em meio poroso foi descrita por Biot (1941b), Biot (1956¢), Biot (1956d), Biot (1956a), Biot
(1962) e seu acoplamento entre as fases fluido-sélido e s6lido-fluido foram desenvolvidas em
trabalhos posteriores baseados na teoria da consolidacdo de adensamento de Terzaghi, para

andlises quase-estdticas e dinamicas.

Seguindo a metodologia proposta por Biot (1956¢), diversos trabalhos foram publicados
na literatura apresentando de solucdes analiticas para problemas em meio poroso seguindo
geometrias e carregamentos simplificados com o caso do fluido incompressivel, como, por
exemplo, McNAMEE e Gibson (1960), Schiffman e Fungaroli (1965), Shanker, Sarma e Ratnam
(1978) e Cheng e Liggett (1984).

A teoria macroscopica de Biot (1941b), Biot (1956¢), Biot (1972) para a poroelasticidade,
generalizou o modelo de Terzaghi para trés dimensdes, acrescentando a formulagdo os efeitos
de distor¢do induzida pelas tensoes de cisalhamento no esqueleto do poro. Um problema em
poroelasticidade deve obedecer aos critérios de deslocamentos cinematicamente admissiveis e

tensdes estaticamente admissiveis, advindos da teoria da poroelasticidade de Biot (1941b).

A formulag@o macroscépica das leis de comportamento dos solos saturados deforméaveis €
caracterizada pela variacdo volumétrica, desprezando qualquer variacdo de volume das particulas
s6lidas. Assim, a deformagdo no meio poroso é governado pelas tensdes efetivas afj+pf d;j, onde

0;; sa0 as tensoes totais, p/ é dado pela pressdo intersticial no poro e 0;; o delta de Kronecker.
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O conceito geral tedrico, base da teoria das misturas, foi introduzido por Truesdell (1957),
com base nas equagdes de conservagdo de massa, quantidade de movimento e energia de cada

parcela constituinte da mistura.

Equagdes governantes para meios porosos foram estudados por diversos pesquisadores,
pode-se citar no ambito da elasticidade linear Kelly (1964), Green e Naghdi (1968), Green e
Naghdi (1969) e teorias modernas para teoria das misturas em Sampaio e Williams (1979),
Bowen (1980), Bowen (1982).

Em trabalhos de Zienkiewicz, Chang e Bettess (1980), Zienkiewicz e Shiomi (1984),
Boer (1996) estenderam modelos da teoria de Biot para um ambito ndo linear. Boer e Lade

(1991) realizou andlises em elementos finitos utilizando tal metodologia.

As duas nao linearidades importantes nos meios porosos sao a nao-linearidade fisica e
a ndo-linearidade geométrica. Associados a tais consideracdes dos modelos houve motivagdes
para resolucdo destes da mistura como andlise ndo lineares, modelado pela integracdo numérica

do espaco e tempo em relacdo as equacdes governantes.

Considerando os efeitos das forcas inerciais, trata-se de um problema de propagacao
de onda, e com o uso da técnica numérica do MEF, pesquisas nesta drea foram realizadas nos
trabalhos de Zienkiewicz (1982), Zienkiewicz e Shiomi (1984), Prevost (1982), Prevost (1989),
Li, Wang e Shen (1992), Borja et al. (1999), utilizando um modelo constitutivo apropriado para

representar o efeito do meio submetido a um comportamento dinamico.

A ndo linearidade geométrica desempenha um papel critico nestas anélises numéricas,
em que o comportamento do material ultrapassa o regime de pequenas deformacdes. Nesta linha
de pesquisa, Borja e Alarcon (1995), Borja, Tamagnini e Alarcon (1998) propuseram modelos
com ambas as fases incompressiveis para analise quase-estitica. J4 em Diebels e Ehlers (1996)
extrapolaram para considera¢do das forcas inerciais, sendo restritos para modelos constitutivos
simples. Wilmanski (1996) e Kempa (1997) adaptaram as formulagdes anteriores para adicionar

uma equacao vinculada a porosidade.

Para representar adequadamente as condi¢Oes de interacdes entre as fases constituintes
do dominio poroso multifdsico, grande parte das formulagdes parte da teoria de duas fases
(mistura) de Biot. Arduino e Macari (1998) propuseram uma formulagdo no qual as varidveis
desconhecidas sdo: o deslocamento da fase sélida (u®), o deslocamento da fase fluida (u’), e a

pressdo do fluido poroso (p?).

Uma forma alternativa proposta pela dificuldade de mensurar u/, alguns pesquisadores
passaram a utilizar a varidvel de deslocamento relativo (w" = ¢/ (u/ — u®)), em que ¢/ é a
porosidade fluida, chamada de formulagiio u®-w"-p/ incorporadas nos trabalhos de Ghaboussi
e Wilson (1972), Prevost (1982), Prevost (1989), Zienkiewicz e Shiomi (1984), Kanatani et al.
(1988). Outra formulacdo derivada desse contexto é a formulagdo chamada u®-p/, presentes nos
trabalhos de Zienkiewicz (1982), Zienkiewicz e Shiomi (1984), Aubry e Moderessi (1989) e Oka
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et al. (1994).

Na atualidade, a formulagiio u®v/p/ é uma das mais completas no ambito da macroescala.
Nos trabalhos de Breuer (1999), Markert, Heider e Ehlers (2010) e Menon e Song (2021), por
exemplo, € verificado sua eficiéncia de implementacdo para diferentes problemas e condi¢des

geomeétricas.

Portanto, € conclusivo que as equagdes governantes dos problemas dos meios porosos
utilizam diferentes conjuntos de varidveis desconhecidas de forma implicitas e explicitas. As
equacdes governantes sdo: equacdes do balanco de massa e balanco da quantidade de movimento

para cada fase e na mistura, considerando problema isotérmico.

As implementacdes numéricas dos modelos de acoplamento geomecanico geralmente
discretizam espacialmente o subsistema da poromecénica nas varidveis de pressao e deslocamento
via MEF em conjuncdo com diferencas finitas implicitas na aproximagdo no tempo (YALE,
2002; MINKOFF et al., 2003; MERODO et al., 2004). Segundo Murad e Loula (1994), este
tipo de abordagem apresenta instabilidade numérica nos instantes iniciais devido a resposta
incompressivel do fluido no meio poroso, porém, de modo geral, apresenta uma boa convergéncia

nos campos de pressdo e deslocamento.
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Os conceitos basicos da mecanica ndo-linear de meios continuos sio revistos neste
capitulo. Os sé6lidos t€ém seu movimento governado por trés leis basicas: as conservagdes da

massa, da quantidade de movimento e da energia.

Pela hipétese de meio continuo, este capitulo apresenta as relagdes de equilibrio estdtico
e dindmico para um sélido em descricao Lagrangiana Total (i.e., relacdo com a configuracao
material). Para tanto, o equilibrio € descrito por meio do funcional de energia mecénica total,
com o conjugado energético relativo & medida de deformacio e lei constitutivo de Saint-Venant-
Kirchhoff. Ao fim, exemplos pertinentes a consideragdo dos efeitos de ndo linearidade geométrica

sdo apresentados, assim como as técnicas empregadas para solucdo do sistema ndo linear.

Diversos sao trabalhos referentes a mecéanica dos solidos e suas diferentes abordagens
na mecanica do continuo e nao linearidade geométrica, dentre pode-se citar os trabalhos de
Crisfield, Remmers e Verhoosel (1991), Ogden (1997), Bonet e Wood (1997), Holzapfel (2004)
e Coda (2018).

3.1 CINEMATICA DOS CORPOS DEFORMAVEIS

A cinematica dos s6lidos deformdveis descreve o movimento de um corpo em um meio
continuo sem considerar suas causas. O so6lido deformavel € definido como o agrupamento de
pontos materiais cujas grandezas: posicao, velocidade e aceleracdo sao expressas por meio de
funcgdes continuas (KZAM, 2016).

Um corpo deformavel em equilibrio estatico ou dinamico, submetido a agdes externas,
apresenta mudancas em relacdo a sua configuracdo inicial, podendo estas serem decorrentes da

deformacao gerada pelas tensdes ou devido ao simples movimento de corpo rigido.

O mapeamento da configuragao atual do sélido (€2;) € determinado pela fung¢do denotada
por fun¢cdo mudanga de configuracdo (), de modo a descrever o comportamento cinematico
do corpo frente as condi¢des de contorno impostas, empregando como parametro referencial
apenas as coordenadas de sua configuracdo inicial (£2y). Portanto, x mapeia as posi¢des atuais
(y) a partir das posicdes iniciais (x). Na Figura 3.1 é esquematizado a mudanca de configuracdo

de um corpo.

Desse modo, a funcdo mudanca de configuragdo € definida conforme Equacgdo (3.1),

denotando ¢ como instante em que o s6lido encontra-se na configuracao deformada.
y = X(x,1). (3.1)

Além disso, denota-se por A o gradiente da funcdo mudancga de configuracdo, segundo
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Figura 3.1 — Equilibrio entre configura¢do inicial e deformada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Equacdo (3.2).

Oxi
A=Vix=Vxy=Vix+1 ou Aij = Xij = % = T;; + 0ij, (3.2)
J

em que 9;; representa o delta de Kronecker e I é um tensor identidade de segunda ordem.

Expandindo A matricialmente, obtém-se a Equacao (3.3).

dy1 Oyr Oy
Oxr; Oxy Oxs
A — Oy2 Oy Jyo (3.3)
Or; Oxy Oxs
dys  Oys Oy
0x1 Oxy Oxs

Um resultado fundamental da mecanica do continuo € o teorema da decomposicao polar

(BONET; WOOD, 1997), fundamenta que A pode ser unicamente decomposto em:
A =RU=vR (3.4)

definidas como decomposicao polar a direita e decomposicao polar a esquerda, respectivamente.
O tensor R € denominado tensor rotacdo, pois representa apenas os movimentos de corpo rigido
(sem mudanga de forma) em que acarreta em det(R) = I. Outra propriedade de R é a sua

ortogonalidade, ou seja, RTR =1, onde I é o tensor identidade.

Portanto, se U = I ocorre apenas uma rotagdo em torno de um eixo fixo e portanto

A = R. Em contrapartida, se R = I ocorre um alongamento puro, e assim, A=U.
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Os tensores U e v, chamados respectivamente de alongamento a direita (ou material) e

T

alongamento 2 esquerda (ou espacial), sendo estes simétricos, U = U” e v = v7, e representam

a parcela de deformacdo pura de A.

3.2 MEDIDA DE DEFORMACAO

Uma medida de deformacgao € uma grandeza que permite e deve mensurar a mudanca
de forma ocorrida entre as configuracdes inicial e atual adequadamente. Define-se neste se¢ao
uma grandeza fundamental na elasticidade ndo linear, o tensor de alongamento ou estiramento a

direita de Cauchy-Green (C), sendo este definido conforme Equacgdo (3.5).
C=ATA ou Cij = ApiAy; (3.5)
pela decomposicao polar a direita de C, tém-se que:
C = (RU)"(RU) = U'R'RU = UIU = UU = U? (3.6)

ou seja, C depende apenas das parcelas de deformagdes puras de A, sendo C = I para movi-

mentos de corpo rigido, tomando-se como prova para sua objetividade.

Outra medida particularmente conveniente dado o conjugado energético associado neste
trabalho, cuja objetividade decorre imediatamente de sua relagdo com o tensor C, € a deformagdo

de Green-Lagrange (E), definida na Equacao (3.7).
1, .7 1 1 1

Analisando a deformagdo de Green em func@o de deslocamentos (Ax = y(x) — x), ou

seja, pode ser descrita como:

E = - (Vx(Ax) 4+ Vi (Ax) 4+ Vi (Ax) Vi (LX) (3.8)

N

Nesse contexto, esse tensor € de suma importancia para obtencdo de medida de defor-
macao ndo lineares. E possivel verificar que E se aproxima da cldssica deformacdo linear de
engenharia (¢) a medida que A se aproxima do tensor identidade, perdendo sua caracteristica

ndo linear (i.e., termo quadrético de A tende a zero), conforme Equacao (3.9).

€= %(VX(AX) + Vi (Lx)) (3.9)

De acordo com Coimbra (1978), a medida de deformagdao de Green € objetiva ou
referencialmente indiferente, pois os valores de deformacao ndo dependem do referencial, ou
seja, apresenta deformagdes nulas para movimentos de corpos rigidos, como a translacdo e a
rotacdo. Dada a simetria do tensor C, remete-se que as componentes de deformacao estejam,

portanto, diretamente correlacionadas ao tensor de Cauchy.
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3.3 MUDANCA DE VOLUME E DE AREA

Sendo de interesse determinar a alteracdo do volume do corpo, define-se a deformacao
volumétrica (¢,) para um elemento infinitesimal, segundo Figura 3.2, em que sua variacao de
volume dada segundo Equacdo (3.10).

av —dVvy dV

=——-1=J-1 (3.10)

co dV0 v,

sendo dV o volume atual do infinitésimo, dV; o volume inicial e J é a razdo entre o volume
atual e inicial, denominado como Jacobiano da transformacao. Define-se o volume inicial dVj a
partir dos vetores unitdrios ortogonais dx;, dx, € dxs, conforme o produto triplo apresentado na
Equacgdo (3.11):

dVy = dx;(dxy X dx3) = det(dxy, dxy, dX3). (3.11)

Para uma mudanca de configuracdo qualquer, define-se os vetores elementares: dy; =

Adx, , dyy = Adx,y e dys = Adxs. Dessa forma, o volume atual deformado € dado por:
d‘/l = dy1(dy2 X dy3> = det(dyl, dyg, dY3) (312)

portanto, a transformac¢do de cada vetor na configuracdo deformada € dada por:

%
dyl = AXm = %dﬂfl,
1

ox
dy'Q = AdXz = —dl’g, (313)
3x2
Ix
dy;g = Ang = —dtfg7
8:173

em que dV; pode ser definido como:

dVi = det(A)dVy = JdV. (3.14)

O jacobiano da transformag¢do, como condi¢ao de impedimento do material de auto
penetrar-se ou desaparecer, em outras palavras, J deve ser nao nulo positivo (J > 0), definido,
portanto, na Equacao (3.15).

av

J = det(A) = ——> 0. (3.15)
0

Além de garantir a impenetrabilidade, o jacobiano pode ser empregado como regulador

da condig¢do de crescimento dos modelos constitutivos hiperelésticos.

Na elasticidade ndo linear a medida de deformagdo adotada para contemplar tais efeitos
gera por consequéncia valores de tensdes que nao sdo representativos fisicamente, ou seja, sao

medidas de tensdes matematicas correspondentes a configuragdo inicial. Logo, para proceder
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Figura 3.2 — Mudancga de configuracdo em um cubo infinitesimal.

T3, Y3

T1, Y1
T2,Y2

Fonte: Elaborado pelo autor.

com uma andlise de tensdes deve-se realizar a conversao para a tensiao na configuracao atual,

que se traduz na determinacdo da tensdo de Cauchy.

Na elasticidade nao linear, a medida de deformacgao adotada tem como seu conjugado
energético um tensor de tensdes que ndo tem representacao fisica por ser correspondente a

configuracdo inicial. Serd apresentado tal tensor nas se¢des seguintes.

Para uma drea de um infinitésimo na configuracdo indeformada (day), € possivel definir
o seu volume pela projecdo do mesmo através de um vetor sx e o vetor unitario normal (ng) a

superficie correspondente a da, obtendo-se:
dVy = dx nyday, (3.16)
pelo mesmo principio, o volume na configuragdo deformada pode ser descrita como:

dVy = dy nida; = Adx nida; = Jdx ngday. (3.17)

Entao, pela mudanca de configuragdo do volume e desenvolvendo a Equacao (3.17),

obtém-se que a Equacgao (3.18), conhecida como Férmula de Nanson.

nida; = JA ' ngday  ou  nda; = JAgmn;dao. (3.18)

A Equacdo (3.18) serd empregada nas as descricdes necessdrias para o equilibrio Lagran-
giano, partindo-se do equilibrio Euleriano. Finalizando esta se¢@o, se torna possivel relacionar as

diferentes medidas de tens@o com a tensdo de Cauchy (atual), realizadas na Sec¢do 3.4.

3.4 EQUILIBRIO

Conforme mencionado na Secdo 3, a formulacdo adotada para o comportamento do

solido € uma descri¢do Lagrangiana Total. Nesse contexto, dada a necessidade da correlagcao
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entre as configuracdes indeformadas e deformadas, utiliza-se algumas defini¢des ja apresentadas
e introdugdo de equacdes de equilibrio Euleriano e Lagrangiano, conforme descrito em Coda
(2018) e Sanches (2022)

3.4.1 Tensor de Cauchy

A tensdo de Cauchy é uma medida de tensdo descrita na configuracio atual e, € também,
denominada de tensdo real, pois possui representacdo fisica explicita, a tradicional rela¢do forca
por unidade de drea, utilizada em andlises lineares (BONET; WOQOD, 1997).

Conforme apresentado na Figura 3.1, ao seccionar o corpo sujeito a a¢do de forgas em sua
configuragcdo deformada (£2;) deve surgir uma distribuicao de forgas por unidade de superficie

(ou drea) capazes de garantir o equilibrio, denominada tensao (Segunda Lei de Newton).

E apresentado na Figura 3.3 um cubo infinitesimal no dominio atual submetido a um
estado de tensdes. Cada face do cubo esta sujeita a uma tensao que pode ser decomposta em trés
componentes, definidas por o;;, em que o indice 7 denota o plano atuante e o indice j a direcio

da componente.

Figura 3.3 — Estado de tensdes em elemento infinitesimal.

T2, Y2

Fonte: Elaborado pelo autor.

O estado de tensdo, ou tensor de tensdes de Cauchy, sendo este um tensor simétrico

(o = a™), é expresso em notacdo tensorial dado por:

Ozz Ozy Ouxz Oyiyn Oyrye Oy 011 012 013
Oij = | Oyz Oyy Oyz | = | Oyayn Oyoyo Oyoys | — | 021 O22 023 (3.19)

Oz Ozy Ozz Oysyr  Oysys  Oysys 031 032 033
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3.4.2 Equilibrio Euleriano

A partir da segunda lei de Newton a descri¢cao do equilibrio na configuragdo atual e a
quantidade de movimento, estende-se o volume infinitésimo como por¢ao do continuo, de modo

a verificar a variacdo de qualquer grandeza.

O equilibrio para uma dire¢do € composto pela atuacdo de uma componente o;; € na sua
face oposta do infinitésimo ocorre uma tensdo dada por o;; + 0;5,; dy;, em que a componente
;i dy; contempla a variacdo infinitesimal para tal direcdo. Desse modo, verifica-se a vari¢ao
das componentes de tensdo de Cauchy no interior do continuo, assim como a influéncia de forgas

de volume.

Logo, o equilibrio para as forcas na direcdo y; segundo a segunda Lei de Newton e
apresentado na Figura 3.4 € dado pela Equacao (3.20).

Figura 3.4 — Equilibrio de tensdes na direcao ;.

() on+ Fidy

00’21

(10 091+ B2 dys

0031

(I11) o031+ 5, dys
vy on

dys
(V) o2

\ 1, Y1 (V) 031

Fonte: Elaborado pelo autor.

80’11 80'21 80'11
on + dyy | dyadys + | 021 + ——dy2 | dyidys + | 031 + dys | dyrdys + ..
8y1 8y2 ayS

bidyrdyadys = o11dy1dyadys + oo dydyadys + o31dy1dy2dys + pijdyidyadys
(3.20)

em que b, representa a forca de volume no infinitesimal para a direcao ;.

Simplificando a Equagdo (3.20) e alterando a defini¢ao de dy,dy.dys para volume do
infinitésimo dV; de forma a facilitar a visualizac@o da exclusdo do termo dV7, obtém-se:

Jo do Jo:
< n 21 n 31 . 51) — Jilv. (3.21)

oy 0y 0ys
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tal deducdo € equivalente para as outras duas direcdo, resultando em:

0019 0099 do 32 b .
+ -+ + =
oy 0ya Y3 2 po2

80'13 80'23 80’33 b .
+——+——+bs | = piis.
oy 0ya y3 ’ pus

(3.22)

Nesse contexto, a equagdo diferencial obtida pelo equilibrio local segundo a conservacio
da quantidade de movimento, em notacdo dyadica e indicial, representa matematicamente o

equilibrio euleriano local ou no ponto continuo, conforme Equacao (3.23).
Vy -o+b= py ou 0y — bl = pyz (323)

sendo V,, o divergente do tensor de tensdes em relacdo a configuragdo deformada, b as forcas
de volume, p a massa especifica e y a aceleracdo. Ao integrar a Equacao (3.23) em relacdo ao

dominio €2;, tem-se:

Vy-advl—i—/

bdV; = / oy dVi (3.24)
(951 (951

951
em que, pelo Teorema de Gauss aplicando apenas na primeira parcela da Equacio 3.24, de modo
a transformar uma integral de volume em relagdo a fung¢ao a ser integrada em uma integral de
superficie ['; dada pelo produto interno desta funcdo (o) com seu versor normal (n,) a superficie,

de modo a se obter a Equacdo (3.25).

/ U-Illdal—l-/ bd‘/i:/ pydVy (3.25)
Iy 1951 2

3.4.3 Equilibrio Lagrangiano

Para o equilibrio em sua forma Lagrangiana, retoma-se a formula de Nanson ja apre-
sentada conforme Equacdo (3.18) e aplicando-a na primeira parcela referente a superficie I'; da
Equacao (3.25) e nas demais parcelas a mudanga de volume entre as configuragdes conforme

defini¢do (3.14), obtendo portanto a Equacgao (3.26).

/ (JoA™Y) -nodag + [ JbdVy= | JpydV, onde: py = Jp. (3.26)
To Qo Qo

Caso as forgas de volume sejam conservativas, implica-se que pela conservacao de massa
que by = Jb. Nessa abordagem, toma-se como necessario a defini¢do do tensor de tensdes de
Piola-Kirchhoff de primeira espécie (P), sendo caracterizado para representagdo em funcao do

tensor de Cauchy (o).

Portanto, define-se que para um corpo em equilibrio, as resultantes de forca em uma area

infinitesimal conforme Figura 3.5 é dada por:

dp = pda; = poday, (3.27)
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Figura 3.5 — Equilibrio em 4rea de corpo seccionado.

dp

T3, Y3

L2, Y2 L1,
Fonte: Elaborado pelo autor.

sendo p a for¢a de superficie na configuragdo atual e py na configuragdo inicial. Todas as forgas

sdo consideradas como conservativas. A forca p em func¢do do tensor o é:

p=o'n,. (3.28)

Assim, obtém-se a Equacao (3.29), ao aplicar (3.28) em (3.27).
o'n, da; = P'ng dag (3.29)

portanto, o tensor P representa a forca atual em relagdo a drea inicial. Aplicando a Férmula de

Nanson na Equacdo (3.29), obtém-se:
P=JA"¢o (3.30)

assim, dada a sua ndo simetria do tensor P devido a A~!, pode apresentar nove componentes

totalmente distintas. Portanto, de modo a representar este tensor de forma simétrica, tem-se que:
P=ST.AT (3.31)

em que S € definido como tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Desse modo,
obtém-se:
S=ST=JA1 .0 AT, (3.32)

e assim, demonstra-se que o tensor S € simétrico, ttil para a abordagem Lagrangiana com seu
conjugado energético, porém, ndo tem significado fisico. A tensdo de Cauchy expressa em

relac@o ao tensor S, é denotada por:

1
o= 7ASAT. (3.33)

Ao reformular a Equagao (3.26) em relacdo a configuracio inicial, substituindo os termos

Eulerianos, tém-se:
/ P? . nydly + / bod€y = / Py d, (3.34)
To Qo Qo
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em que a Equacdo (3.34) representa o equilibrio global Lagrangiano, em termo de tensor P.
Aplicando o teorema de Gauss e a arbitrariedade do volume na Equacdo (3.34), pode-se obter o

equilibrio local Lagrangiano na Equacao (3.35).

oP;
8xj

Vo P 4+by=pyy ou +b; = poi. (3.35)

A Equacdo (3.35) pode ser expressa também na forma:
Vo (A-S)+bj = piy, (3.36)

no qual o indice s referéncia o problema tratado no ambito da mecénica dos sdlidos. Esse indice
serd adequado para a devida descri¢do das equagdes na mecanica dos meios porosos saturados

bifasicos.

3.5 CONSERVACAO DE MASSA

Dada a consideracao de ndo geracao ou perca de massa de um material (i.e sem cresci-
mento ou degradacdo), a massa do dominio sélido (1m?) passa a ser constante e a mesma deve ser
conservada. Nesse contexto, o balanco de massa ou equilibrio de massa pode ser descrito pela
Equacao (3.37).

dm?®
o d)y

em que p° é a densidade da fase s6lida. A considerag@o de conservagdo de massa na fase solida e

O, = / 54 Vg A = 0 (3.37)
Q

expressando a correlacdo entre a massa em diferentes instantes, t€ém-se que:
pg A2 = p® d)y (3.38)

sendo p§ = Jp®, e portanto, utilizando o Teorema de Reynolds na Equagao (3.37) obtém-se a
Equacao (3.39).

dm?

d
= gy = | g =0 3.39
dt dt fo, " /Qopo 0 (3.39)

Assim, o balan¢o de massa escrito em sua configuracao atual ou inicial devem ser validas,

sendo representadas pelas Equacdes (3.40) e (3.41), respectivamente.
PP+ p’V.y' =0 (3.40)

po =70 (3.41)

3.6 PRINCIPIO DA ESTACIONARIDADE DA ENERGIA MECANICA

A energia mecanica total de um sistema conservativo € determinada pela parcelas: energia

de deformacao, potencial e cinética, apresentadas respectivamente na Equacdo (3.42).

II = Hdef + He:rt =+ Hcin (342)
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em que II corresponde a energia mecénica total, I1;.¢ € a energia de deformacgao, II.,; refere-se

a energia potencial das forcas externas e II;, representa a energia cinética.

Pelo principio da estacionariedade da energia mecénica, a energia armazenada em um
corpo tende a assumir um valor de minimo local ao atingir o equilibrio entre as forcas presentes
no sistema. A relacido de equilibrio dinAmico € entdo determinada com base no principio da
estacionariedade da energia potencial total. Esse principio estabelece que a primeira variagdo do
funcional de energia deve ser nula para qualquer parametro de que II € dependente (LANCZOS,
1986).

Assim, a condi¢d@o de estacionariedade pode ser expressa segundo a Equacdo (3.43).

arIdef + aHewt + chin

oIl = (5Hdef + 5Heazt + 5HCWL) = ( ay ay ay

) Syi=0  (3.43)

em que dy; € a variagdo das posi¢des. Associando as Equacdes (3.35) e (3.43), o equilibrio do

corpo pode ser determinado conforme a Equacgao (3.44).

oI = / (=Vyx - PT — by + poy)dy dQ. (3.44)
Qo

O termo (V- (®)) refere-se ao divergente na configuracdo inicial, equivalente a (Vg - (e))
Segundo Coda (2018) ap6s algumas manipulagdes algébricas na Equacgao (3.44), esta passa a ser

reescrita como:

5H=/ (P":6A) on—/ podFo—/ boédeOJr/ Py dS = 0. (3.45)
Q0 FO Qo QO

Devido a simetria de o, resultando na simetria de S, a primeira parcela da Equacgao

(3.44) pode ser decomposta em:
PT:6A =(A-S):6A = (AT5A):S, (3.46)

e portanto, P € o conjugado de A, porém, ndo sdo adequados por P ser ndo simétrico e A nao

ser uma medida de deformacao objetiva. Sendo assim:

(AT - 0A +6AT-A):S=S:6E. (3.47)

N —

(AT6A):S = (AJA)':S=0A-A:S=

Portanto, o tensor S é o conjugado energético da deformacao de Green-Lagrange E.
Assim, a Equagdo (3.44) € reescrita na forma adequada para o desenvolvimento do método dos

elementos finitos em descri¢dao Lagrangiana Total, baseada em posi¢des, conforme:

Ol = / (S : 6E)dQy — / pdy dly — / b2y dQy + / P’y éy dQy = 0. (3.48)
Qo To Qo Qo
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3.6.1 Energia especifica de deformacao

A energia de deformacdo € a energia armazenada no corpo ao se deformar, sendo uma
das parcelas da energia mecénica. Desta forma, neste item é abordado de forma simplificada os
conceitos referentes a energia de deformacao por unidade de volume desenvolvida em um corpo

qualquer.

Assim, a energia especifica de deformacgao (u.) € dada pelo trabalho por unidade de
volume gerado por uma tensdo nominal (o) a0 promover uma deformacdo no meio, de acordo

com a Equagdo (3.49).
Ue = / oo(e)de (3.49)
0

Ao aplicar a operagdo de derivada na Equacdo (3.49), em relagdo a medida de deformagdo,

obtém-se a Equacao 3.50.
Ou,

:85

Duas sdo as conclusdes com a Equacdo (3.50). A primeira € que, se existir uma expressao

(3.50)

00

na qual pode-se obter explicitamente a energia especifica de deformacao, € possivel estabelecer
relacdes entre tensao-deformacao, isto €, torna-se possivel a formulacao de leis constitutivas
que descrevam seu comportamento fisico. A segunda conclusdo é que a tensdo € conjugada

energética da deformacao.

3.6.2 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

As leis constitutivas estabelecem uma relag@o entre as grandezas de tensio e deformacao,
e descrevem a resposta do material em relagdo as solicitacdes mecanicas impostas. Segundo,
Coimbra (1978) o comportamento macroscépico de um material pode ser descrito por meio de

equagdes constitutivas que representam as propriedades inerentes de um corpo.

Para os sélidos deformadveis, as leis constitutivas podem ser deduzidas a partir da energia
especifica de deformacdo. Nesse contexto, o tensor constitutivo eldstico tangente de quarta ordem
(C) pode ser determinado efetuando-se a segunda derivada da energia especifica de deformacao
em relacdo a correspondente medida de deformagdo, como apresentado na Equacgdo (3.7), em

que empregou-se a deformagdo de Green-Lagrange (E).

9%u, 9%u,
€= ”2E ~ OE ® OE (3.51)

O modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff relaciona linearmente a medida de
deformacdo de Green com o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, seu conjugado

energético e é o caso mais simples de lei hipereldstica.

Para um material isotrpico e pequenas deformacdes, a expressao da energia de deforma-

¢do ¢é dada por:
1
uVE(E) = ;B C:E (3.52)

€
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Aplicando o conceito de conjugado energético e derivando-se a energia especifica de
deformacdo se obtém o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, conforme

expresso na Equacgdo (3.53).
ousVE 9 (1 1
S(E) = IE —a—E<§E.C.E>—E(I[.C.E—l—E.(C.]I)—(C.E (3.53)

em que [ € um tensor identidade de quarta ordem. O tensor constitutivo eldstico para o modelo

de Saint-Venant-Kirchhoff pode ser escrito conforme a Equacao (3.54).
C=2GI+ I (3.54)

em que v € o coeficiente de poisson e G e A referem-se ao mddulo de elasticidade transversal e
constante de Lamé, dados pelas Equagdes (3.55) e (3.56), respectivamente.

E
VE
A= (1+v)(1—2v) (3.56)

em que [E € o médulo de elasticidade longitudinal ou médulo de Young.

Portanto, utilizando as Equacdes (3.53) e (3.54), tem-se a relacdo entre S e E.

S = 2GE + Atr(E)L (3.57)

Em notagao de Voigt, o tensor constitutivo de SVK € escrito como uma matriz, enquanto
os tensores de segunda ordem sdo escritos como vetores. Desse modo, para materiais istropos,

as componentes do estado de tensdo sdo expressas conforme:

( 3\ B T ( 3

St 2G4+ A A A 0O 0 0 En
Sao A 2G+ A A 0O 0 0 Es
Sss _ A A 2G+X 0 0 O E33 (3.58)
S1o 0 0 0 2G 0 0 Eqs
S13 0 0 0 0 2G 0 Ei3
[ S23 0 0 0 0 0 2G| | Ex |

Para a consideracdo de Estado Plano de Deformacdo (EPD) em sdlidos bidimensionais,

esta passa a ser definida como:

St 2G + A A 0 En
Sy ¢ = A 2G+X 0 Eo (3.59)
S1o 0 0 2G Eys

Ja para s6lidos bidimensionais em Estado Plano de Tensao, é descrito como:
St 2G + A A 0 Fn

Soo p = A 2G+X 0 Eys (3.60)
S1o 0 0 2G Eis



60 Capitulo 3 MECANICA DOS SOLIDOS

em que:
_ vE
A= —, (3.61)

1— 12

e para v = (, tem-se que EPD € equivalente ao EPT.

Esse modelo se propde como uma alternativa para a descri¢cao de materiais hipereldsticos,
porém deve ser usado apenas em casos de pequenas deformacdes, pois ndo impede a degeneragao
do material quando submetido a grandes deformacgdes de compressao (BAZILEVS; TAKIZAWA;
TEZDUYAR, 2013)
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4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Para a mecanica dos sélidos, tradicionalmente no MEF os parametros sao definidos como
os deslocamentos nodais na solu¢do do problema. Como amplia¢do desenvolvida pelos trabalhos
de Bonet ef al. (2000) e Coda (2003), as varidveis nodais do problema sdo aplicados em relagao
as posi¢oes nodais (MEFP), utilizando uma descri¢do Lagrangiana para andlise ndo linear de

estruturas.

Para embasamento tedrico, a principal referéncia utilizada quanto aos conceitos do MEFP
¢ o texto de Coda (2018), sendo a referéncia vinculada a disciplina Introducdo a Dindmica Nao
Linear de Estruturas Reticuladas Bidimensionais: Uma Abordagem Energética Baseada no MEF,
ministrada pelo professor Titular Humberto Breves Coda, no Departamento de Engenharia de
Estruturas da EESC — USP.

Ao final desta se¢do, alguns exemplos de validagdo sdo apresentados a fim de evidenciar
a adequada implementagdo da formulagdo. E portanto, demonstrar a eficiéncia do MEFP no

comportamento de sélidos eldsticos bidimensionais para diferentes técnicas temporais.

4.1 ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL

Esta secao aborda a formulacao do MEFP aplicado ao elemento finito bidimensional
triangular com dois graus de liberdade associados a cada nd, empregando os conceitos desen-
volvidos no capitulo de Mecénica dos Sélidos relacionados aos fundamentos da mecanica do

continuo.

Portanto, tomando-se um elemento finito representado no espaco bidimensional, associa-
se uma distribuicdo de pontos para discretizar sua configuracao inicial )y, e ao se aplicar a
funcdo mudanga de configuragcao y (desconhecida a priori) é possivel determinar a configuracdo

atual €2, do elemento, decorrente das acdes atuantes no sélido.

Nesse contexto, cria-se uma configuragio auxiliar €2 inserida em um espago adimensional
capaz de descrever as configuragdes iniciais e atuais a partir de fun¢des aproximadoras (i.e.
funcdes de forma), em que as posi¢des nodais passam a ser escritas em funcdo das coordenadas
adimensionais do elemento auxiliar, conforme esquematizado na Figura 4.1. Nesta Figura é
ilustrado para um elemento finito de aproximacao cubica, podendo ser aplicada para qualquer

grau de aproximacao.

Portanto, define-se que ) representada por x é mapeada a partir das coordenadas &; e
&> da configuragdo auxiliar adotada no espago adimensional. O mapeamento € realizado por
intermédio dos polindmios de Lagrange, neste modelo, também conhecidos simplesmente como

fun¢des de forma (/V;). No MEF, os campos de incdgnitas sao representados pela combinagao
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Figura 4.1 — Mapeamento das posi¢des nodais para o elemento finito triangular

1, 0,0)

0 3 4 1
Fonte: Elaborada pelo autor.

linear de /V;, em que os parametros (termos constantes) sao os proprios valores assumidos pela

fun¢do aproximada nos pontos base da aproximacao.

Pela mesma defini¢do ja apresentada na Equacdo (3.1), o mapeamento para a configuracio

inicial € descrito na Equacao (4.1).

x(&, &) = Xo(fhfé) = Ni(&1,&)x 4.1)

em que X" refere-se a fungiio de mapeamento do espago adimensional para a configuracdo inicial,
N (&1, &) representa as fungdes de forma aplicadas nas coordenadas &; e &, € x; corresponde as

coordenadas do n6 [ em sua configuracdo inicial.

De forma semelhante, define-se as posi¢oes y (1, &2) correspondentes a configuragido

atual em func¢do das coordenadas da configuracio auxiliar, conforme Equacdo (4.2).

y(&1, &) = X' (&1, &) = Ni(&1, &)y (4.2)

sendo ! a fungiio de mapeamento do espago adimensional para a configuragio atual e y; refere-
se as coordenadas do né 1 em sua configuracio atual, sendo as coordenadas de interesse na

analise.

De modo a se determinar a configuracdo atual, a mudanca de configuracdo do estado
inicial para o atual pode ser entendida como sendo a composi¢ao dos mapeamentos, conforme
Equacao (4.3).

x=x"-x"" (4.3)
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Assim, o gradiente de x também pode ser definido por uma fun¢io composta, a partir da
Equacdo (4.4).

A=A (A" (4.4)

em que A° é o gradiente da funciio mudanca de configuracdo inicial e A! da atual, definidos

pelas Equagdes (4.5) e (4.6), respectivamente.

SN o 45
ij = a_gj = 8_5]( (&1, 8)x) = 8_fjxl 4.5)
i = 8_§J = 0_5]( 161, 8)y1) = a_ijI (4.6)

Vale ressaltar que a operacgdo inversa de A € de f4cil desenvolvido, visto que se trata de

uma matriz numérica de ordem 2 para o caso 2D e de ordem 3 para o cado 3D.

Referente ao elemento finito, a implementacdo é desenvolvida para as tré€s aproximagoes
comumentes utilizadas na literatura, sendo elas a linear (T3), quadratica (T6) e cubica (T10),
conforme ilustrado na Figura (4.2).

Figura 4.2 — Elementos finitos triangulares bidimensionais

) & ) & ) &
(0,1) 82 (0,1) ¢2
) 4
(170) 51 (170) 51
(0,0) _(0,0) _
0 1 0 3 1
a) Linear (T3) b) Quadrético (T6) a) Cubico (T10)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse tipo de elemento tem um bom tratamento para geometrias curvas. No caso da
aproximacao cubica, essa apresenta pontos de inflexdo e portanto, garante uma precisao maior

com menor nivel de refinamento, em relacao a aproximacao quadratica.

4.2 ENERGIA DE DEFORMACAO

A energia de deformagdo U desenvolvida no corpo € determinada a partir do somatdrio

da contribuicdo de cada elemento finito (Hgﬁfﬂ), de acordo com a Equacdo (4.7).

Nelem

Maep =y T (4.7)
=1
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Assim, a energia de deformacao (Hgfff) desenvolvida para um elemento finito é dada

segundo a Equacdo (4.8).

G = / uSVEdQy, (4.8)
Qo
em que a energia especifica de deformagdo u5"* ¢ integrada na configuragdo indeformada Q°,

por se tratar de uma formulag@o Lagrangiana total. A partir da lei constitutiva de SVK a energia
especifica de deformacio pode ser escrita por meio da Equagao (4.9), para s6lidos bidimensionais
sujeitos ao estado plano de tensiao (EPT).

G
uSVE — i {E}, + B3, + 2vE1 By + (1 — V%) (EL, + E5)) ). (4.9)

E para o estado plano de deformacdo (EPD) pela Equacdo (4.10)

G
uSVE = (1__2V>{(1 — V) (E?, + E3) 4+ 2vE Eoyy + (1 — 2v)(E%, + E3)}. (4.10)
Nesse contexto, obtém-se a energia de deformacdo integrando-se no dominio do espaco

paramétrico auxiliar (ou homogéneo), conforme a Equacdo (4.11).
1 1-&2
g = [ el @) de @)
0o Jo

De modo a mudar o dominio de integracdo, determina-se o Jacobiano da transformacgao
do mapeamento da configuragdo inicial para a configuracao auxiliar (Jy), calculado conforme
Equagao (4.12).

Jo(€1,&) = det(A°). (4.12)

No entanto, a solucdo analitica das integrais possui elevado grau de complexidade,
motivando o emprego da integracdo numérica como estratégia de solu¢ao. Assim, as integrais
sdo solucionadas utilizando a quadratura de Hammer, a qual pode ser encontrada em Reddy
(2006), de acordo com a Equacao (4.13).

Nph

H(eilee},ré = ZUEVK(&,&)JO(&,&)W, 4.13)

=1
em que Nph € o nimero de pontos de integracao e w; refere-se ao peso associado ao ponto de

integracao.

4.3 EQUILIBRIO DE FORCAS

Retomando a Equagdo (3.43) e o principio da estacionariedade da energia mecanica,
tem-se que para cada n6 « e direcdo ¢ do dominio discretizado a equacao de equilibrio dinamico
¢ definido na Equacdo (4.14), em sua forma semi-discreta. (i.e. discretizacao espacial).

oIl

oo = L+ B

4.14
ay? n mer? ( )
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sendo os vetores definidos por:

Ol e s

fo, = 4.15

int aya ) ( )
aHex

foor = Ce (4.16)
oy®
chm

e = > (4.17)
dy®

em que cada uma das equagdes representam as forcas internas, externas e cinéticas de cada né a.

4.3.1 Forcas Internas

Conforme j4 definido na primeira parcela da Equacao (3.48), as forcas internas para um

elemento finito sdo determinadas conforme Equacao (4.18)
Ollge OE ousVE
f;;t_—dj_/s: aon_/ Oue () o
8yz Qo ayz Qo 89%]

2R QuSVE (ya (€7, €0))

P ¢p
Z Dy Jo(&1, &) wp,

p=1

(4.18)

SVK

os indices k e [ referem-se aos nds e i e j as dire¢des. A parcela referente a derivada de u;

em relacdo as posi¢des do elemento finito, define-se a Equacgdo (4.19), em notacao dyadica e

indicial.
8usK 3u*§ VK 9E OE auf VK 8usK 0Ey 0Fy
= :—=8S:— ou = : = S : . 4.19)
oy OE Oy oy 0y OEy  Oyj yij

Neste momento, € necessario se definir a primeira derivada de E em relac@o as posi¢oes

nodais. Pela regra da cadeira, o tensor de deformacgdo de Green em relagdo ao tensor de Cauchy-

Green por:
OE 0 1(C 1) 10C 420)
Ayi;  Oyij \ 2 20y’ '
substituindo a derivada de C em relagdo aos pardmetros nodais (posicoes), t€ém-se:
OE 1 I(AHT I(A")
= [ (AT ——— (AT (AT . (AHT. S(AHTH) 4.21)
o 2(( )T g AN (AT (AN S (A

J4 a derivada do gradiente do mapeamento da configuracdo atual pode ser determinado

de acordo com a Equagdo (4.22).

Ay 0 (0N, N Ok s v .
ayij - 8,%] a& Ymk | = {Vm,l aym = IVm,10imOjk = IV§,10jk- 4. )

Neste desenvolvimento optou-se por proceder com uma nota¢do mista de modo a facilitar
o entendimento da formulagao, em que E, C, A% e A' sdo matrizes de ordem 2. Para maiores

informacdes ver Coda (2018).
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4.3.2 Forcas Externas

A partir da segunda e terceira parcela da Equacgao (3.48), forcas de superficie e de volume,
define-se as forcas externas para um elemento finito de acordo com a Equacao (4.23) seguindo o
principio da interpolagdo (y = N“y®), considerando a inclusdo da energia potencial de forcas

nodais concentradas.

8He:{:t
(f;;t)el = = —f — Napo dFO — / Nabo dQO (423)

«
a}’7, Fo Q0

Considerando apenas que os vetores de carregamento pg e by sdo definidos na configura-

c¢do inicial pela descri¢do utilizada, sendo representados por simplicidade como p e b.

Para forcgas varidveis, interpola-se os vetores de modo a se obter valores nodais equiva-

lente, conforme apresentado na Equacdo (4.24).

(£

ext

) = —£% — [ NONPpPdry— [ NNPBP dS,. (4.24)
Fo QD

4.3.3 Forcas Inerciais

Por fim, com a ultima parcela da Equagdo (3.48), define-se o vetor de forgas inerciais

para um elemento finito por meio de sua forma integral e por integracao numérica.

o aHineT 0. N
(f'mer)el = Oy :/ Py dQO - / pON N y dQO =
Q(J Qo

Nph
t.po (Z NeN? Jowp) ,

p=1

(4.25)

em que ¢ € a espessura do elemento finito fora do plano, para o caso 2D. Portanto, conforme
apresentado na Equacdo (4.25), a matriz de massa € constante ao longo do tempo. Recorda-se

das interpolacdes para aproximagao com as fungdes de forma, no campo de posi¢ao e aceleragao.
y =N%%® e y=N%%“ (4.26)
Na forma matricial, as forcas inerciais sdo portanto definidas por:

{finer} = [M]{y} (427)

em que [IM] é a matriz de massa do elemento finito. De modo a contemplar a devida visualizagdo

e entendimento, a matriz de massa consistente € aproximada para um elemento T3 é&:

[ NONO 0 NON' 0 NON2 0
0 NON° 0 NON' 0  NONZ
NN 0 N'N' 0 NN?2 0
/Qo L0 NN 0 NN 0 NN
N2NO 0 N®N' 0 N2N? 0
0 N2N° 0 N2N' 0  N2N?

d. (4.28)
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Em alguns casos especificos, adota-se a inclusdo da matriz de amortecimento ([C]),
seguindo o mesmo principio de constru¢do matricial da matriz de massa e troca do termo de
densidade por um fator de amortecimento, e portanto, a Equacao (4.27) para a ser expressa pela
Equacao (4.29).

{Einer} = [MJ§ + [C1{3). (4.29)

Neste trabalho optou-se por mostrar uma forma geral da forca inercial, com a inclusdo
das forcas de amortecimento proporcionais a velocidade, porém nao foi aplicado a nenhum
exemplo de validacdo. Esta tem o efeito de amortecimento da resposta dindmica, aproximando-a

da resposta estatica pelo amortecimento de Rayleigh.

4.3.4 Matriz Hessiana

Nesta secdo € recordado a expressdo referente ao equilibrio dindmico conforme apresen-
tado na Equacdo (4.14), em que define-se um vetor residuo (g) a partir do sistema nao linear,

definido em notacao mista como.

oIl OE
gza—:mt—l-fext—i-fcm:/Siaad90+--
y Q OV (4.30)

(—f — [ N*p°dly— [ N%by dQ) + My + Cy = 0.
FO QO
Para forcas externas conservativas, ou seja, independentes da quaisquer mudanga de
posicado, a matriz Hessiana completa (ou rigidez tangente) é obtida pela segunda variacao da

energia potencial total, resultando desta forma a seguinte Equacao (4.31).

g, OB O Ol PUL Pl Pl 0Pl

8 _ . . _ N @3]
T 0y OyiOy;  OyiOy;  00:0y;  Oyidy;  Oyidy; | Oyidy;

A segunda derivada da energia de deformacao, que pode ser entendida como rigidez

tangente da parcela estatica (H®?) é apresentada na Equacdo (4.32).

e Py O o8 OB OB\
© Oy0y; Oy _/QO Oy ByP O Dyay ) G0 T

/ 0S OE S O’E 50
— 0 —+S:— .
a0 \ Oy " ay! oy )

Conforme Equagio (4.32), o termo 0S/0E toma-se necessario, sendo ele definido por:

(4.32)

oS 0S OE

sendo S /JE o operador consistente da lei constitutiva utilizada, no caso C, ja apresentado na
Secdo 3.6.2.
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Assim como abordado anteriormente, tem-se a necessidade de efetuar a integragcdo
numérica sob os pontos de Hammer. A segunda derivada da energia especifica de deformacdo, a

partir da Equacdo (4.19), para o elemento finito € dado na Equacio (4.34) em notacdo mista.

0t PuSVE  OE  9uSVE  OE  ouSVE  O°E
ay aylaayf 8yz OE ® OE Oyf OE 8ylaay]’8

(4.34)

substituindo a segunda derivada da energia especifica de deformacao pelo tensor constitutivo
elastico de quarta ordem (C), enquanto sua primeira derivada € substituida pelo tensor S,
resultando na Equacdo (4.35).

O*uSVE  92SVE  OE OE O’E

= =—:C:—5+8S: — (4.35)
8yf‘8yf 8yf‘8yf dy; 3yf dyg ayf

A primeira derivada da deformacio de Green (E) ja definida a partir da Equacdo (4.21),
define-se neste momento o termo referente a sua derivada segunda, apresentado na Equagao
(4.36).

B 82(A1)T 7]
(A%)~T —— (A1) - (A") '+
dy; Oy;
oo QAN oAl
#E 1| W Ay o AT
= P (4.36)
oyedy! 2 o, O(ADT oAt
(A" ——— o (AY) '+
Jy; dys
(AO)—I . (AI)T_ 82(A1> . 0) 1
I Oy’ oy ]

Conforme definido na Equagao (4.22), tendo valor constante dado pela primeira derivada,

tém-se que a segunda derivada de A' é nula, e dessa forma:

o JADT AT
pE 1| AT e g AT
_ - Yi Y; (4.37)
oYy’ 2 A(AHT 9A!
J (AO)—l . e . (AO)—l
Jy; dys*

Portanto, a Equacdo (4.32) refere-se a Hessiana do problema estético. As demais deriva-
das referentes as forgas inerciais serdo descritas nas técnicas de discretiza¢ao temporal, por sua

dependéncia no campo de velocidade e aceleracao.

4.4 METODO DE SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES - SISTEMA QUASE
ESTATICO

A solugdo de problemas ndo lineares depende de métodos numéricos para solu¢iao do

sistema de equagdes de equilibrio, sendo a técnica adotada para a andlise quase-estatica descrita
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na Secdo 4.4.1 é o de Newton-Raphson (NR). De acordo com Bathe (2014), o método de NR é

uma técnica amplamente utilizada em andlises numéricas ndo lineares.

O método NR consiste na determinacgdo das raizes de equagdes ou sistemas de equacgdes
nao lineares através de um processo iterativo baseado em etapas de previsdo linear e corre¢ao
ndo linear, seguidos de um teste de convergéncia, sendo este dependente do modelo construido e
finalidade, conforme desenvolvimento. O processo iterativo tem como finalidade aproximar a
solugdo tentativa a solucdo real respeitando uma tolerancia pré-fixada (CHAPRA; CANALE,
2011).

4.4.1 Método de Newton-Raphson

O procedimento empregado baseia-se no método incremental iterativo de Newton-
Raphson, em que a configuracdo de equilibrio do problema fisico é determinada a partir de
uma posicao tentativa, sendo tomada inicialmente como sendo a posi¢ao de equilibrio do passo

anterior, portanto, para a primeira tentativa a configuracao inicial.

Para anélises quase-estdticas, a solucdo do sistema nao linear € determinada com a
aplicac@o dos carregamentos de forma gradual, ou seja, subdivide-se o problema em um nimero
de incrementos de carga e encontra-se a configuracio de equilibrio aproximada ao final de cada
incremento, de modo a determinar a trajetéria de equilibrio da estrutura. Caso seja necessdrio,
técnicas de continuagdo sao adotadas para contornar pontos criticos no caminho de equilibrio e

descrever fendmenos como snap throw e snapback.

Portanto, a condi¢ao necessdria para o equilibrio estdtico, desprezando o termo de forcas
inerciais, pode ser escrita por meio da variacdo da energia mecanica total do sistema, de acordo

com a Equagdo (4.38) e tendo as posi¢des como incognitas do problema.

oIl
g.

= —— =% +
ayla znt+

ext

= 0;, (4.38)

em que o vetor g; € nulo se o equilibrio for atendido, caso contrério, é chamado de vetor de
desbalanceamento mecanico. Assim, o problema se resume na determinacdo das raizes do

sistema de equagdes nao lineares.
Expandindo ¢; em série de Taylor na vizinhanga da posigdo tentativa 3¥, obtém-se a
Equacao (4.39).

agi
g™ = gi(yh) + ——| Ay;+ 07 =0, (4.39)
a?/j yk

desprezando os termos de ordem superior da série de Taylor representados por O?, resulta-se na
Equacdo (4.40).

agz 82I_Idef
gi( 11;—&-1) _

= Bt Byl = I A @40
J i 7 7'Y;
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em que o vetor Ay; representa a corre¢ao da posig¢do e Hfft ¢ a Hessiana ou matriz de rigidez

tangente do problema estatico, conforme j4 apresentada na Equagao (4.32).

A solugao tentativa obtida na iteragcdo corrente € corrigida por meio da Equacdo (4.41).
O processo de solucdo do sistema nao linear € repetido até ocorrer a convergéncia, satisfeita
quando os valores de Ay; assumir valores suficientemente pequenos e o critério de tolerncia

admitido for aceito, conforme Equagao (4.42).

Yt =yl + Ay e (4.41)
A .

rol > | yj||7 4.42)
|||

em que ||Ay;l|| e ||x;|| sdo as normas euclidiana do incremento de posi¢do e da posi¢do inicial,

respectivamente.

O processo iterativo e incremental de Newton-Raphson € ilustrado na Figura 4.3. De
forma simplificada, a solug¢do do sistema ndo linear consiste em resolver inimeras vezes um

sistema de equagoes lineares. Sendo necessario a determinacgdo das forcas internas e Hessiana do

problema.
Figura 4.3 — Processo iterativo e incremental de Newton-Raphson
\ Ay() Ayl AyQ Ay3
fc:xt
T s =gy
o eyl 2 -8y’
_g(y ) e:t |g = fint — fert & O|
/:,,/ ) fmt (y?) )
,;’: fi'nt (y ) : :
fz’nt(y )
y’ y' y? y’ y

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014).

4.4.2 Implementaciao computacional

O processo de iteragao de Newton-Raphson para o MEF posicional € ilustrado na Figura
4.3 e pelo Algoritmo 1 de forma a esbogar o c6digo computacional desenvolvido em linguagem
C++. As varidveis nodais calculadas sdo projetadas nos nds e exportadas em arquivo de saida

para pOs-processamento no software Paraview.
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Algoritmo 1: Cédigo MEF posicional quase-estatico por NR;

1 Leitura dados de entrada: Propriedades fisicas, geométricas, vetores de carregamento e
tolerancia;
para cada Incremento de carga faca

2
3 Calculo de {f..:} (4.24);
4 enquanto erro > tol faca
5 Calculo de {f;,;} (4.18);
6 {g} {fint} - {feat} (4.38);
7 [HeSt] < 8fmt/8y(432),
8 para cada Elemento finito 'e’ faca
9 para cada Ponto de integracdo ’p’ faca
10 Célculode A, J, Ce E por (3.2), (3.15), (3.5) e (3.7);
11 Calculode Se C;
12 para cada no « e direcdo i faca
13 Célculo OE /0y por (4.21);
14 {9} q1—a)+i < {9} q(1—a)+i+Ski(0Ey /0ys*)|J°|wp, onde: wy, € o peso do
ponto de integragdo p;
15 fim
16 para cada no 3 e direcdo i faca
17 Clculo 0S/dy’; por (4.33);
18 para cada nd « e direcdo i faca
19 Clculo de 9°E/(dy$dy’)) por (4.37);
20 m < q(la—1)+1;
2 n < q(B—1)+j;
est est aSkl aEkl 82 Ekl 0
22 [H ]y, < [H | un + (8%6 By° + klayf‘ayf> |7 |wp
23 fim
24 fim
25 fim
26 fim
27 para cada no « e diregcdo i com posigdo prescrita faca
28 Zerar linha e coluna de indice ¢(a — 1) + i em [H®] e termo da diagonal
principal igual a 1;
29 {9} N1y  (Y)FPresermo —yd,
30 fim
31 Resolugdo do sistema linear [H**'|{ Ay} = —{g} (4.40);
32 Atualizac@o das posi¢des y <+ {y} + {Ay}(4.41);
33 Célculo do erro < |[{Ay}H|/|[{x}||(4.42);
34 fim
35 fim

4.5 APLICACOES NUMERICAS ESTATICAS

Esta secdo € destinada a exposi¢ao dos exemplos de valida¢do da formulagdo desen-

volvida para o sistema quase-estatico. Portanto, sdo selecionados dois exemplos objetivando

comprovar a eficicia do cédigo, conforme descrito no Algoritmo 1.

O primeiro exemplo tem como objetivo verificar o comportamento ndo linear geométrico
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inerente a formulagdo empregada. Dessa forma, simula-se uma estrutura bidimensional esbelta
engastada com aplicacdo de carga na extremidade. Os resultados obtidos sdo comparados com a
literatura a fim de evidenciar a precisdo do c6digo na andlise mecanica geometricamente exata

de sélidos.

4.5.1 Exemplo 1: Viga engastada esbelta

O primeiro exemplo refere-se a uma estrutura esbelta sujeita a aplicacdo de uma carga
pontual em uma de suas extremidades, conforme ilustrado na Figura 4.4. Este problema foi
proposto originalmente por Mattiasson (1981) e posteriormente estudado por Sanches e Coda
(2017). Este exemplo foi escolhido com a finalidade de verificar o c6digo desenvolvido aplicado

a problemas que envolvem a presencga de grandes deslocamentos.

Para a simula¢do numérica sdo utilizadas as seguintes propriedades geométricas para
a viga: L = 10 m, drea da se¢do transversal A = 23,91 cm? e momento de inércia da segdo
transversal I = 47,619 cm*. Com relacdo as propriedades do material, o médulo de elasticidade
e o coeficiente de poisson sdo dados, respectivamente, por £ = 21 MN/cm? (210 GPa) e v =
0,0. Nessa condi¢do EPD € equivalente a EPT. A tolerancia adotada foi de 1x107!°. A malha de

elementos finitos do tipo T10 € regular com 80 elementos.

Figura 4.4 — Viga esbelta.

X2
val %I ' F
b
v
h
N . 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 4.5 é apresentado a distribui¢do do deslocamento horizontal (u/L) e vertical
(v/L) adimensionalizado da extremidade livre em fungdo da carga adimensional (PL?/E1),
comparados com a solu¢cdo numericamente exata obtida por meio de integrais elipticas dadas por

Mattiasson (1981). Foram desprezadas as for¢as de volume (b).

Portanto, ao analisar a Figura 4.5, observa-se que os resultados obtidos estao em confor-
midade com a solu¢do analitica, demonstrando a validade da implementagdo na abordagem de

problemas sélidos ndo lineares geométricos.

De modo a ilustrar a projecdo do teste analisado no campo de grandes deslocamentos,
€ apresentado as configuragdes deformadas em 1/3, 2/3 e 1 em relacdo a forca aplicada, sendo
estas presentes nos itens a), b), c), d), e) e f) da Figura 4.6. Na primeira coluna os o campo de

deslocamentos horizontais e segunda coluna os verticais.
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Figura 4.5 — Deslocamentos em viga esbelta.

T T I I I T T T I I I I I
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4 _
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-0.8 -0.7 -06 -05 -04 -03 -02 -01 O
U1/L Uz/L

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6 INTEGRADORES TEMPORAIS

Na andlise dinamica, problemas sdo considerados transientes, ou seja, as forgas inerciais
sdo adicionadas e as forcas externas podem variar ao longo do tempo. Conforme apresentado
na Equacdo (4.30), a equagdo que descreve o equilibrio dinamico é dependente do tempo e da
configuracdo geométrica no espaco, em que essas foram discretas até o presente 0 momento no

espago e continuas no tempo.

Portanto, necessitando transformar o tempo continuo em discreto faz-se uso de métodos
de macha no tempo. Desse modo, os algoritmos de integrac@o temporal sdo mecanismos que,
gradativamente, em funcdo do tempo, estabelecem solucdes aproximadas para as equagdes

diferenciais que regem o problema fisico.

Os integradores temporais podem ser subdivididos dois grandes grupos: métodos explici-
tos e implicitos. Nos métodos explicitos, a solu¢do no passo atual (¢ + At) é obtida por meio de
condig¢des de equilibrio do passo anterior. Ja nos métodos implicitos, as posi¢des no passo de

tempo atual envolvem as velocidades e aceleragdes do passo corrente.

Referente a estabilidade dos integradores, tais métodos podem ser definidos como estaveis

ou instaveis, e classificados como condicional ou incondicional.

Os métodos implicitos sdo tradicionalmente incondicionalmente estdveis e seu incre-
mento de tempo € prescito em funcdo da precisdo. No caso dos métodos explicitos, estes sao
condicionalmente estdveis, e seu incremento de tempo passa a ser regido pela estabilidade do

algoritmo.

Os procedimentos explicitos sao mais adequados para resolucdo de problemas de propa-
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Figura 4.6 — Campo de deslocamentos horizontais e verticais em viga esbelta.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

gacdo de onda, enquanto que os esquemas implicitos sdo mais eficazes para problemas inerciais.
No entanto, o custo computacional de ambas as abordagens € influenciada pela topologia da
malha de elementos finitos (DOKAINISH; SUBBARAJ, 1989).
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Todos os métodos serdo descritos nesta Secao em funcdo das posi¢des nodais. Este
trabalho foi inicialmente desenvolvido com o algoritmo de Newmark-[3 para integra¢do temporal,
e posteriormente desenvolvido para o método do a-Generalizado implicito, tendo em vista um
melhor desempenho para problemas altamente ndo lineares, exemplo de ponto de sela, como no

caso dindmico com contato estrutural.

Cada método tem suas caracteristicas proprias referente a estabilidade, consisténcia, pre-
cisdo e eficiéncia. Contudo, o método de a-Generalizado possibilita a transi¢do entre diferentes

integradores temporais em fungdo de seus parametros, descrito na Sub-Secao 4.6.2.

4.6.1 Método de Newmark

O pesquisador N. M. Newmark no ano de 1959 desenvolveu uma familia de métodos de
tempo baseados nas equagdes que serdo apresentadas a seguir, tendo esta sua eficiéncia validada

em trabalhos como Coda e Paccola (2009), Sanches e Coda (2010), entre outros.

O matriz de massa para o MEFP € contante, e estende-se para a formulacdo Lagrangi-
ana Total, conservacao da quantidade de movimento e de energia para uma maior parcela de
problemas na engenharia, podendo ser obtido maiores detalhes no trabalho de Sanches e Coda
(2013).

Assim, as aproximagdes no campo de velocidade e aceleragdo nos passos de tempo sdo

descritas pelas pelas EquacOes (4.43) e (4.44), respectivamente.
. 1 .. ..
Yit1 = Yi + YAt + [(5 - 5) ye+ 6}’t+1:| AL, (4.43)

Vir1 = Ve + (1 — 1) At§e + 7AtY41. (4.44)

no qual S e «y sdo parametros arbitrarios do método que caracterizam a estabilidade e precisdo do

método. E denotado o indice t + 1 e ¢ para o passo de tempo atual e anterior, respectivamente.

O método de Newmark-3 é um integrador temporal generalizado cujos valores especifica-
dos para 3 e v permitem realizar tanto integracio explicita como implicita (incondicionalmente
estdvel) e atingir convergéncia de primeira ou de segunda ordem, o que faz que este seja ampla-
mente empregado (NEWMARK, 1959; BAKER, 1976).

Na familia de Newmark, variando os valores de 5 e -y, obtém-se alguns métodos derivados

do método, conforme apresentado na Tabela 1.

Escrevendo uma equagdo isolando o termo de aceleragdo, através de manipulacdes

algébricas utilizando a Equacao (4.44) obtém-se a Equacgao (4.45).

y 1
Yitr1 Yy Yy ( 1> V. (4.45)

Y T BAR T pAr T pAr \28

As parcelas dos vetores de contribui¢ao dindmica q; e r; sdo dependentes das velocidades,

aceleracoes e posicdes do passo anterior (i.e, constantes dentro do passo de tempo) e definidos
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Tabela 1 — Alguns métodos da familia de Newmark.

Método Tipo B ~v  Estabilidade Precisao
Aceleracdo média . .
(Regra do Trapézio) Implicito 1/4 1/2 Incondicional 2
Aceleracdo Linear Implicito 1/6 1/2  Condicional 2
Fox-Goodwin Implicito 1/12 1/2  Condicional 2
Diferenca Central  Explicito 0 1/2  Condicional 2

Fonte: Adaptado de Vieira (2004).

através das Equacgdes (4.46) e (4.47).

_ Y Vi i _ .
qt_ﬂAt2+ﬁAt+<2ﬁ 1)yt (4.46)

e assim, velocidade e aceleracdo podem ser descritos no passo de tempo por:

Yi+1

gl
Vitl = S — yAt e Vil = = — 4.48
Yit1 5At}’t+1 + T — YAlqe Yit1 BAP At (4.48)

podendo a velocidade do tempo atual ser descrita também na forma reduzida como:

5’t+1 = VAtj}t-s-l ‘I— r;. (449)

Assim, substituindo as Equacdes (4.46) e (4.47) em (4.30), o equilibrio dindmico passa

a ser definido em uma forma simplificada na Equagao (4.50).

Mgy M

7C ex
g(yir1) = ay t+1+m}’t+l_M-qt+E-Yt—i-l+C'rt_7AtC'Qt_ft+i(t) = 0. (4.50)

Retomando a Equacgao (4.50), expandindo-a em série de Taylor e truncando ao fim da
primeira derivada, assim como ja realizado na Sub-Secao 4.4.1, obtém-se a Equacao (4.51),
descrevendo o equilibrio encontrando no instante de tempo corrente quando g(y;+1) = 0, tém-se

que:
0 M ~C

H — _g — Hest + + —

dy BAt2  BAt

logo, o sistema linear para corre¢do da posicao no instante de tempo corrente, conforme Equagao

4.52.

(4.51)

HAy = —g(y?.1), (4.52)

em que yy,; a posicdo de tentativa, assumida na primeira interagdo do passo de tempo como ;.

A posigao € atualizacdo conforme Equacdo (4.41) e (4.42).

Isolando o termo de aceleracdo da Equacdo (4.30), t€m-se que no primeiro passo de

tempo a aceleracdo deve ser calculada pela Equacgao (4.53).

yO = Mil [fezt((]) - fint(O) - CyO] . (453)
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4.6.2 Método implicito de a-Generalizado

Inicialmente em Hilber, Hughes e Taylor (1977) foi apresentado um método de integracao
baseado no método de Newmark, denominado HHT- «, que consiste na introdu¢do de um

pardmetro de dissipagdo numérica (o) na equacdo de equilibrio.

Posteriormente Wood, Bossak e Zienkiewicz (1980) desenvolveram um novo método
definido como WBZ- «, introduzindo um parimetro de amortecimento numérico () no

algoritmo de Newmark, alterando os termos referentes as forgas inerciais.

Por fim, Chung e Hulbert (1993), apresentaram uma generalizacdo dos algoritmos
HHT- o« e WBZ- o para mecanica dos sélidos, intitulado de a-Generalizado, que consiste na

combinacdo de ambos os métodos.

Desta forma, de acordo com a formulagdo para o instante de tempo intermedidrio, a

equagdo de equilibrio € modificada da seguinte maneira:

g = o, T MFii1a, + CYi1a, — 10y = 0. (4.54)
em que:
Yiri—am = (1 = am)¥ii1 + amdt, (4.55)
Yiri-ay = (1 = ap)¥es1 + agyr, (4.56)
Yiri-a; = (1 = ap)yea + ayye. (4.57)
fi1oa, = (1— ap)fis + asf. (4.58)

Associando as Equacgdes (4.55), (4.56) e (4.57) ao equilibrio de forcas descrito em
instantes de tempo intermedidrios, obtém-se a Equagdo (4.59), descrita em funcdo do passo de

tempo atual e anterior.

g1 = (1 —ap) (1) — £71) + ap (B — £7) + (1 — ) M + -

. ) . (4.59)
OémMYt + (1 — Oéf)cyt+1 + Oszyt =0.

onde oy e «, sdo parametros de ponderagdo pré-determinados, que descrevem a dissipacdo

numérica e amortecimento artificial.

Substituindo as expressoes da Equacdo (4.48) em (4.59), resulta-se na Equacao (4.60).

Yi+1
(1—-an,)M (W — Qt>
TYi+1
(1—af)C (5—;4' r; — VAtQt>

Os campos de velocidade e aceleracdo sao determinados assim como no método de

g =(1 = ) (67 — £:7) + g (7 — £ + ¥

(4.60)

a, My, + + OZfC}'ft =0.

Newmark-( pelas expressoes da Equacgao (4.48). Nesse contexto, a matriz Hessiana completa
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para o problema com o integrador temporal c-Generalizado € descrito na Equacao (4.61).

agt'H est M
—(1—Oéf)H +(1—Ozm)m+(1—0éf)ﬂ.

(4.61)

Ao analisar as Equagdes (4.60) e (4.61), o integrador passa a ser descrito através de
4 parametros (o, of, § € 7). De acordo com Chung e Hulbert (1993), de modo a otimizar a
dissipacdo das altas frequéncias e garantir consisténcia e estabilidade, introduziu-se uma relagdo
entre tais parametros e um raio espectral da regido de alta frequéncia, conforme expressoes
definidas na Equagdo (4.62).

205 — 1 Poo

Qyy = ——— e ap =
Poo 1 T pet1

(4.62)

O método a-Generalizado implicito € incondicionalmente estdvel e apresenta precisdao

de segunda ordem, devendo ser obedecida a Inequacao (4.63).

am < ap < (4.63)

N

As méximas dissipagdes em altas frequéncias sdo garantidas pelas Equagdes (4.64).

1
Y=z — o oy e B =

: (1 = apm + ap)”. (4.64)

o]

O raio espectral é descrito no intervalo p,, € [0, 1], em que para p,, = 0 corresponde a
dissipacdo numérica total em alta frequéncia, enquanto p,, = 1 indica auséncia de dissipacao
numérica. Os intervalos correspondentes ao parametros do método em func¢ao do raio espectral

sdo ilustrados na Figura 4.7.

O integrador temporal pode ser visualizado através de um esquema apresentado na Figura
4.8. Percebe-se que pode ocorrer uma defasagem entre os termos inerciais denotados em ¢;11_,

e demais termos ;11 —,,, dependendo diretamente dos pardmetros (Q,, &ty € pPoo).

Vale o destaque para o caso de oy = 0 implica no método WBZ- o, e v, = 0 0 retorno
ao método HHT- «. Ja para o uso de a,,, = 0 e oy = 0 reduz o algoritmo ao método de Newmark

(Regra do Trapézio).

4.7 METODO DE SOLUCAO NUMERICA - SISTEMA DINAMICO

O problema dinamico € associado ao método de Newton-Raphson, definido de forma
genérica referente ao equilibrio dindmico e resoluciao do sistema, pois para cada método de

integracdo temporal tem sua particularidade.
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Figura 4.7 — Parametros em func¢do do raio espectral para mecénica dos sélidos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.8 — Integracdo temporal via a-Generalizado para mecanica dos sélidos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.7.1 Newton-Raphson associado a analise dinamica

O processo incremental e iterativo de Newton-Raphson para o MEF posicional em
relagdo ao sistema dindmico € apresentado no Algoritmo 2 com uso do integrador temporal de

Newmark.

Para a devida modificacao para o uso do integrador temporal a-Generalizado o leitor
deve atentar-se aos vetores de contribuicao de dindmica que fardo parte da montagem dos vetores

de forcgas inerciais e da Hessiana completa (ver 4.6.2).

4.8 APLICACOES NUMERICAS DINAMICAS

Esta secdo € destinada a exposi¢do dos exemplos de validagdo da formulagdo dindmica
desenvolvida e integradores temporais implementados em linguagem C++. Para isso, sdo sele-

cionados trés exemplos objetivando comprovar a eficicia do c6digo, abordando cada uma das
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Algoritmo 2: Cédigo MEF posicional dindimico com NR e integrador temporal de

Newmark;

1 Leitura dados de entrada: Propriedades fisicas, geométricas, vetores de carregamento e

tolerancia;

[ %]

e aceleragdo inicial {¥}(4.53);

3 para cada Passo de tempo faca

4 Calculo de {f..:} (4.23);

5 Célculo de {q}; (4.46) e {r}; (4.47);
6 enquanto erro > tol faca
7
8
9

Cilculo de {f;;;} (4.18);

{g} — {fmt} + {finer} - {fext} (450)’

[H] + 0g/dy (4.51);
10 para cada Elemento finito 'e’ faca
11 para cada Ponto de integracdo 'p’ faca
12 Célculode A, J, C e E por (3.2), (3.15), (3.5) e (3.7);
13 Céalculode Se C;
14 para cada no « e direcdo i faca
15 Célculo OE /0y por (4.21);
16 {9} q1—a)+i < {9} q(1—a)+i+Ski(0Ey /0ys*)|J°|wp, onde: wy, € o peso do

ponto de integragdo p;
17 fim
18 para cada no 3 e direcdo i faca
19 Cileulo 08 /dy por (4.33);
20 para cada no « e direcdo i faca
21 Cleulo de 9°E/(dygdy/)) por (4.37);
22 m <+ q(a—1)+1;
2 n e q(B—1)+7;
est 8Skl aEkl a2Ekl
24 [H)mn < [H ] + (8%5 Dye Kl Dy
25 fim
26 fim
27 fim
28 fim
29 para cada no « e dire¢do i com posigdo prescrita faga
30 Zerar linha e coluna de indice ¢(« — 1) + ¢ em [H] e termo da diagonal principal
igual a 1;

31 {9} ata—1yi ()PP —y2y
32 fim
33 Resolucdo do sistema linear [H]{Ay} = —{g} (4.32);
34 Atualizacg@o das posi¢cdes y < {y} + {Ay}(4.41);
35 Célculo do erro < |[{Ay}H|/|[{x}]|(4.42);
36 fim

37 Calculo da velocidade {y} (4.43) e aceleragdo {¥} (4.44);
38 fim

Célculo da Matriz de Massa [M] (4.28), Matriz de Amortecimento [C] (caso seja considerado)

etapas e implementacdes realizadas.
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4.8.1 Exemplo 1: Viga engastada livre com carregamento distribuido

O primeiro exemplo refere-se a uma estrutura esbelta engastada e uma extremidade e
livre em outra sujeita a aplicacdo de um carregamento instantaneo constante. Este problema foi
proposto originalmente por Bathe, Ramm e Wilson (1975). Este problema foi escolhido com a
finalidade de verificar o cédigo desenvolvido aplicado a problemas que envolvem a presenca de

grandes deslocamentos com carregamento de superficie.

A geometria e carregamento do problema sdo apresentados na Figura 4.9, com se¢do
transversal quadrada b = h = lin, comprimento L = 10 in e considera-se estado plano de tensao
(EPT). O médulo de elasticidade é E = 1,2.10* Ib/in?, coeficiente de poisson v = 0,2 e massa
especifica p = 107 Ib.s*/in*. O carregamento € constante de I’ = 2,85 Ib/in aplicada subitamente.

Foram desprezadas as forcas de volume (b).

Figura 4.9 — Viga engastada com carregamento distribuido.

F(t) A

| n

X9

F/2

F/2

L
Fonte: Adaptado de Bathe, Ramm e Wilson (1975).

Neste trabalho adotou-se uma discretizagdo com uma malha regular de 120 elementos
T10, com dois passos de tempo, At = 1,35.107%s e At = 4,1667.10~°s e tolerancia igual a
1.10~'°. E analisado a extremidade livre da viga em funcdo do tempo e os resultados obtidos
referente ao deslocamento relativo e o tempo total de analise para o integrador temporal de
Newmark- (v = 1/2 e B = 1/4) e a-Generalizado, com p., = 0,9. Os resultados sdo expostos por

meio gréfico nas Figuras 4.10 e 4.11.

Ao analisar a Figura 4.10 € possivel notar uma boa concordancia com os resultados
provenientes de Bathe, Ramm e Wilson (1975) para o integrador temporal de Newmark-{3 e
a-Generalizado com p, = 0,9. Vale ressaltar que a referéncia utilizou uma discretizagdo de 5
elementos finitos bidimensionais quadrilaterais de 8 n6s e diferentes passos de tempo, dado o

periodo fundamental de oscilacdo da estrutura.
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Deslocamento vertical relativo (u,/L)

Figura 4.10 — Deslocamento vertical relativo da extremidade (Newmark-3).

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Bathe (1975) -0
Presente trabalho (Newmark-B) com At = 4,1667.10° s

Presente trabalho (Newmark-B) com At = 1,35.10%4s —————.
I I I I I

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014
Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.11 — Deslocamento vertical relativo da extremidade - a-Generalizado.

Deslocamento vertical relativo (u,/L)

0.6

0.5

0.4
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Bathe (1975) - ||
Presente trabalho (a-Generalizado - po, = 0,9) com At = 4,1667.10° s

Presente trabalho (a-Generalizado - pyo, = 0,9) com At = 1,35.1 [ p—
| I I I I I

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.8.2 Exemplo 2: Viga biengastada

Neste exemplo, foi proposto por McNamara (1974) e também estudado por Mondkar e
Powell (1977) para o caso dindmico de uma viga bi-engastada submetida a um carregamento con-
centrado aplicado repentinamente no meio do vao. A geometria do problema, sec¢do transversal,

condic¢des de vinculagdo e tipo de carregamento sdo apresentados na Figura 4.12.

Figura 4.12 — Viga bi-engastada.
F(t) A

/13 R —
—
X1 € F

L/2 ‘ L/2
{ N \
Fonte: Adaptado de Mondkar e Powell (1977).

~+ VY

O comprimento L é de 50,8 cm, h =0,3175 cm, e = 2,54 cm, F' =2846,85 N/cm, E =
20,6 MN/cm? (206,84 GPa), v =0, p = 0,00271263 kg/cm? (2712,63 kg/m?). Foram desprezadas
as forcas de volume (b) nesta andlise. A discretizacdo adotada consiste em 204 elementos finitos
de ordem cubica (T10) com uma malha regular e 1228 nés. Pela geometria do dominio ser muito
esbelta a malha ndo serd apresentada.

Sdo utilizados dois passos de tempo, At =2,5.107%s e 2,548, para o integrador temporal
de Newmark com /3 = 0,25 e v =0,5. J4 para a—Generalizado utilizou-se o raio espectral igual a
P =0,8¢€0,5.

O deslocamento vertical no centro do vao € apresentado na Figura 4.13, sendo estes
comparados com os resultados de Mondkar e Powell (1977), em que se observa uma boa
compatibilidade, sendo simulada até um tempo final maior, possibilitando a verificacdo da

amplitude dos deslocamentos.

4.8.3 Exemplo 3: Estrutura engastada em formato de arco eliptico

O terceiro exemplo trata-se de uma estrutura engastada em formato de arco elitico sujeita
ao impacto de uma for¢a £ de intensidade 10000 kN constante ao longo de toda a andlise. Este
problema foi estudado por Rosa (2021) sob estado plano de tensdo, de modo a verificar sua
implementa¢cdo computacional para discretizacao isogeométrica por funcdes NURBS cubicas e

discretizagdo por elementos finitos triangulares de ordem cubica.
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Figura 4.13 — Deslocamento vertical no centro da viga bi-engastada.

I I I I I I
| | Mondkar e Powell (1977) ----©--
25 Presente trabalho (Newmark-f3) com At = 2,5.10°s
Presente trabalho (Newmark-f3) com At = 2,5.1 (o pp—
Presente trabalho (a-Generalizado pgg = 0,8) com At =2,5.10° 5 —-—-—--

Presente trabalho (a-Generalizado pgg = 0,5) com At = 2,5.10 -

Deslocamento vertical u, (cm)

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O dominio do problema, suas configuracdes geométricas e funcio que descreve o impacto
sdo apresentadas na Figura 4.14. Para as propriedades geométricas, utilizou-se o0 comprimento
interno entre o maior didmetro da elipse (L) como 10,0 m, largura do arco (h) como 0,3
m e espessura do dominio (b) como 0,1m. Propriedades fisicas sdo: médulo de elasticidade

longitudinal F = 200 GPa, coeficiente de poisson v = 0,25 e massa especifica p = 7850 kg/m? .

O dominio do problema foi discretizado em 188 elementos T10 com 998 nés, conforme
Figura 4.15. Na anélise transiente, utilizou-se a técnica do integrador temporal de Newmark
com aceleragao linear constante, equivalente ao utilizado pela referéncia. De modo a possibilitar

uma sensibilidade da técnica a-Generalizado, variou-se o raio espectral (p..,) induzindo um
amortecimento numérico.

Os parametros temporais utilizados na simulacdo numérica foram: 1200 passos de tempo,
com incrementos de 0,5 ms, tolerancia 1.10~!'. Para Newmark com aceleracdo linear constante

foi utilizado 8 = 0,25 e v = 0,5. Ja para a técnica a-Generalizado variou-se o raio espectral (o)
cinco vezes, de 0,5 a 0,9.

As diferentes configuragdes deformadas do corpo nos tempos 200ms, 300ms, 400ms e

500ms sdo ilustradas na Figura 4.16. O deslocamento vertical do ponto de aplicagdo da forca em
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Figura 4.14 — Viga engastada em formato de arco elitico.

F(t) a
F .
Xo h I EI :
[ b F |
X, ' >
l ty t
Th
L
4
h L h

Fonte: Adaptado de Rosa (2021).

Figura 4.15 — Discretizagao arco elitico.

Fonte: Elaborado pelo autor.
funcdo do tempo € apresentado na Figura 4.17 para todas as andlises.

Figura 4.16 — Configuracdes deformadas em arco eliptico.

(a) 200ms (b) 300ms

(c) 400 ms (d) 500ms

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos segundo 4.17 apresentam boa concordincia com a referéncia

utilizando o integrador de Newmark para 5 = 0,25 e v = 0,5. Para o a-Generalizado observa-se
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Figura 4.17 — Deslocamento vertical do arco elitico.
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| | | Presente trabalho (a-Generalizado p,, =0,5) ——
I I
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Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

um amortecimento numérico induzido, como se esperava, a medida que o raio espectral diminui.

4.9 CONCLUSAO DO CAPITULO

O presente capitulo teve por finalidade a apresentacdo dos desenvolvimentos matematicos
relacionados ao Método dos Elementos Finitos em sua versdo posicional para descricao do
problema fisico, que serd necessario para devida associacao no acoplamento entre fase sélida e

liquida.

A formulagao do elemento finito bidimensional foi deduzida no contexto da elasticidade
nao linear, apresentando os conceitos referentes a energia especifica de deformacao, forcas
internas, forcas cinéticas e Hessiana. Os elementos finitos sdo implementados para os graus de

aproximacao T3, T6 e T10.

Posteriormente, apresentou-se duas formulagdes para integradores temporais, Newmark-
[ e a-Generalizado, assim como suas associagdes para a transi¢cdo do processo de marcha no

tempo do método a-Generalizado, que possibilita com o controle de seus parametros transitar
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entre diferentes integradores e dissipacdo de altas frequéncias.

Por fim, foram simulados exemplos estdticos e dindmicos presentes na literatura para
atestar a eficiéncia da ferramenta numérica desenvolvida com o elemento T10. A fim de simular
consistentemente o comportamento do problema fisico para andlise nao linear geométrica

utilizando o Modelo constitutivo de Saint-Venant Kirchhoff.
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5 MECANICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

Neste capitulo s@o abordados os conceitos fundamentais referentes a mecanica dos
fluidos, com objetivo de propiciar os subsidios necessdrios para o entendimento do procedimento
no acoplamento entre o problema fisico solido e fluido. Como base para o desenvolvimento
da teoria exposta, destaca-se que a presente formulacgdo foi utilizada para o desenvolvimento
do software pertencente ao grupo de pesquisa GRUMEC do programa de pds-graduagdo em
Engenharia Civil (EESC - USP).

O programa foi desenvolvido considerando as Equagdes Navier-Stokes e Equacao da
Continuidade com a técnica ALE associado a métodos de estabilizac@o para elementos finitos.
Recomenda-se para entendimento e associa¢ao sobre os conceitos presentes nesta formulacao
as referéncias de Tezduyar (2003b), Tezduyar e Sathe (2003), Bazilevs, Takizawa e Tezduyar
(2013) e Fernandes (2020)

No presente trabalho, serdo abordados as Equacdes adaptadas, chamadas de Navier-
Stokes-Brinkamnn, que em fun¢do da porosidade fluida e permeabilidade intrinseca do dominio
no qual o fluido esta inserido, pode-se caracterizar as transi¢do entre escoamento de Darcy,
Stokes e de Navier-Stokes.

Assim, o principal objetivo deste capitulo consiste no desenvolvimento dos conceitos
matematicos necessarios para formulagdo do problema fisico da fase fluida, para posterior
associacdo a poroelasticidade dindmica com as devidas adaptacdes das equacdes de Navier-
Stokes e da conservagdo de massa a luz de dominios porosos saturados. A notagdo das varidveis

sdo adaptadas para facilitar o entendimento do acoplamento proposto.

5.1 FLUIDOS NEWTONIANOS INCOMPRESSIVEIS

Neste trabalho € considerado o modelo de fluidos Newtonianos incompressiveis, conti-
nuos, relacdo linear entre o tensor de tensdes e de deformacdes, isotropicos e, portanto, as leis de

deformacdes sao independentes dos eixos para serem expressos.

O tensor de tensao total do fluido (af ), ou tensor de Cauchy, que associa tensoes de
cisalhamento com a pressdo (p/), parcela hidrostdtica. Portanto, a equagio constitutiva do modelo
¢ definida na Equacdo (5.1), referente a parcela hidrostética e desviatdria, em notacao indicial e

tensorial, respectivamente.

;0 ov!  ovl !
ol = —p 5+ N “’%5 ¢f<a;+agj)e o ——pr+/\VVfI—|—¢ (Vv + V()T
7 7

5.1
em que 1/ é a viscosidade do fluido, ¢/ é a porosidade do dominio inserido do fluido, § é o Delta

de Kronecker, I é um tensor identidade e v/ a velocidade do fluido. O pardmetro constitutivo
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(\) do modelo segundo a hipétese de Stokes vale —2/(3u”), porem sua parcela de contribuigdo
¢ anulada pela definicdo de divergéncia nula de fluidos incompressiveis, e assim podemos
simplificar conforme Equacao (5.2).

f o ot f
S ts o P[0 9 P ot Moyt AT
T35 p 5zj+¢f <8xj +3$¢> e o p I—l—d)f(Vv + (Vv/))") (5.2)

O efeito da consideracdo da porosidade e permeabilidade intrinseca serd devidamente

explicado nos balangos da fase fluida.

5.2 CONSERVACAO DE MASSA

De acordo com a conservacdo de massa, parte-se do principio de ndo criagdo e nao
destrui¢do de matéria. Sendo a massa (m/) do fluido contida em um volume infinitesimal ao
longe de um tempo ¢. E ilustrado na Figura 5.1 o balango de fluxo de massa em um volume

de controle. A partir da Figura 5.1 € possivel determinar a variacdo de massa especifica de um

Figura 5.1 — Fluxo massico em um elemento infinitesimal.

x3,Ys

f d(pfv!

m plof + 255 dy,
(p' v}

an  plof + 252 dy,

o Apvd)
(i pf vy + T;dyg

vy plof
wv) plvd
1,9 wvn plvf

Fonte: Elaborado pelo autor.

fluido qualquer em func¢do do tempo, de acordo com o balan¢o da quantidade de entrada e saida
em cada face em uma determinada direcdo, conforme Equacdo (5.3).
om’/  9p’

mentrada - msaida - W - Edyldy2dy3 (53)

Realizando um somatorio dos termos de entrada e saida do elemento infinitesimal de

controle para determinar a vazao mdssica temos que:

A(pTv A(plv
p o] dysdys+ (PfU{ + %) dysdys + p' vl dyydys + (pfv{ + %) dy,dys + ..
1 2
d(p’v3)

o'
pfv?{dyldyz + (pfvgf + » ) dy,dys = a—ptdyldygdyg.
3

(5.4)
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Simplificando a Equacgdo (5.4), obtemos a Equacdo (5.5) que € definida como Equacao

da Continuidade do fluido em Descri¢ao Euleriana.
O+ L) + () + (o) = 0, (5.5)
Y Ay Iys

em notacao tenorial ou indicial, respectivamente, na forma:

opf  a(pfv!
+V, (p'v)=0 ou 8pt+ (g;z):0,comi:],2,3. (5.6)

o
ot

pela regra do produtos, temos que a segunda parcela da Equagao (5.6) é:

d(plv! d(v] op’
(p Uz) — pf (Uz ) 4 U,Zfi7 (57)
yi Yi dy;
e ainda, pela definicdo da Derivada Material, podemos escrever a Equacao da Continuidade
como sendo: ; ;
Dp 7OV
—_— — =0. 5.8
o TP 9y (5.8)

5.3 CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A lei da conservagdo da quantidade de movimento para um volume de controle infinite-
simal estabelece que a taxa de acumulacdo da quantidade de movimento dentro do volume de
controle € igual a taxa do fluxo da quantidade de movimento que entra no volume de controle
menos a taxa do fluxo da quantidade de movimento do que sai do volume de controle mais a

resultante das forcas que atuam no volume de controle (SANCHES, 2022).

A partir das for¢gas que atuam em um elemento infinitesimal em um instante qualquer ¢.
As componentes de campo, tensdes nas faces (O'ij) e forga de volume (b/), conforme Figura 5.2.

Por simplicidade as componentes na dire¢do 1 sdo destacadas.

Figura 5.2 — Forgas atuantes em um elemento infinitesimal.

(n  on+ %(;111 dyr
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Fonte: Elaborado pelo autor.



92 Capitulo 5 MECANICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

Como tal deducdo j4 foi realizada na Se¢do 3.4.2, retoma-se que o conceito obtido
na Equacdo (3.23), e portanto a forca resultante (f/'*) por unidade de volume em Descri¢do

Euleriana € representado pela Equacao (5.9).

fHE=v.of +bl. (5.9)

Realizando o somatério das componentes de quantidade de movimento apresentadas na

Figura 5.3, obtemos que:

Figura 5.3 — Quantidade de movimento e sua convecc¢ao.

T3,Ys3

» !
o] pfv o+ 2 gy,
an v p!vt + ()“p v dys

arn vl plvt + 8”3” v dys

avy vfp/vt
W) vfp/vt
/ o v vfplvf
T2, Y2 dy
Fonte: Elaborado pelo autor.
omf v’ (’9 fv!
5 pa dy, dysdys = v] (p'~v)dyadys + vf (p'~vT ) dyydys + .
ol (pfv!
v?{(pfvf)dyldyg — (v{(pfvf) + %dm) dysdys — .. (5.10)
1
ol (pfv! ol (pfv!
(Ug (p'v7) + %dw) dy,dys — (v:’»f + %dyg dy,dy, + £5 R dy, dyadys.
2 3

Subtraindo os termos semelhantes e dividindo toda a Equacdo (5.10) por seu volume

(dy:dyodys), obtemos:

8prf _ _v{(pfvf) vg(pfvf) _ av?{(/)fvf) + fhR,
ot 8y1 ayg ayS

(5.11)

Nesse contexto, substituindo a Equacao (5.11) em (5.9), obtemos as Equacdes (5.12) e

(5.13), em notagdo tensorial e indicial, respectivamente.

apfve
P v,

- (v ov) =V, of —bf =0, (5.12)

apfvzf I 8vf(pfvif) oy

f
_ —o. 1
= 50, 5y bl =0 (5.13)
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Separando as parcelas desviatorias e hidrostéticas do tensor de Cauchy (o/) descrevemos

da seguinte forma:

011 Ti2 Ti13 Ti1 Ti12 Ti13 Pf 0 O
of = To1 022 T23 = | 721 T22 T23 | — 0 pf 0 (5.14)
T31 T3z 033 T31 Ta2 733 0 0 pf

Utilizando as parcelas separadas a Equacdo da quantidade de movimento de uma particula

de fluido em notagao indicial € definida na Equagao (5.15).

apfvf (%f(l)fvzf) op’ 07ij f
i 9Ty, 5.15
o "oy oy oy (5.15)

E assim, utilizando a Equagdo (5.2) que descreve o modelo constitutivo do fluido e, por-
tanto, € possivel substituir na (5.15) e considerando a densidade do fluido constante e isotérmico,
de modo a descrever as Equacdes de Navier-Stokes-Brinkman (5.16) e (5.17), quantidade de mo-
vimento e continuidade, respectivamente, considerando o termo de Darcy (v/ = — (k' /u/)Vp?),

a porosidade e permeabilidade.

e AN L A A
£ v, 1O P i J I =o. 5.16
p (at +v; ayj>+ay,- o \ a2 + e + v b (5.16)
o’
L. 5.17
B (5.17)

ou em notag¢ao tensorial mista na forma:

ov/! u! ot
f R VA F_ P oyt FAVASINL F_pf =
p (8t +v VV)—I—V ¢f(Vv + (Vv)T) + 7Y b’ =0, (5.18)

V-vli=0. (5.19)

A Equagdo (5.18) permite passa assimptoticamente do comportamento continuo, onde o
fluxo de Darcy é dominante (k/ — 0) para escoamento de Navier-Stokes (k7 — 00) de acordo
com a porosidade do dominio. Quando a porosidade (¢/) é igual a 1 temos o escoamento de
Stokes (para baixo nimero de Reynolds). J4 para porosidade (¢/) no intervalo 10, 1], tém-se
escoamento de Darcy e a velocidade € descrita por:

kS
v/ = —mfo . (5.20)

5.4 DESCRICAO LAGRANGIANA-EULERIANA ARBITRARIA (ALE)

Areas como Interacio Fluido Estrutura (FSI) e também na poromecénica, como serd
comentado na Sec¢do 6.2.1, € utilizado na literatura a descricdo ALE, devido ao fato da descri¢ao

Euleriana pura ndo ser capaz de caracterizar os efeitos para essas situacdes de forma adequada.
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Na formulacdo Lagrangiana considera-se que um observador segue a particula ao longo
de sua trajetoria. J4 a Euleriana t€m-se que o observador € fixo (i.e, a malha computacional é
fixa). Dessa forma, a geragcdo de vértices devido a grandes deformagdes necessitando de uma
tratativa especifica com o uso de uma formulacao Lagrangiana e mais facilmente capturada na

descricao Euleriana.

Devido diferentes descri¢des do movimento dos problemas fisicos, a descricdo ALE
(Lagrangiana-Euleriana Arbitrdria) € comumente utilizada para sobrepujar a problemdtica de

associacao entre as diferentes descricoes fisicas.

A ideia basica é permitir o movimento da malha, como na formula¢do Lagrangiana,
mas ainda assim ser dissociada do movimento das particulas, como na formulacio Euleriana
(VUONG, 2016).

Portanto, na descri¢do ALE introduz-se uma terceira configuracao definida como confi-
guracio de referéncia (). E ilustrado na Figura 5.4 as configuracdes e funcdes mudanca de

configuracdo.
Figura 5.4 — Configuracdes e fun¢do mudanca de configuracio.

X

—

T3, Y3

A

L2, Y2 1,1

[1]

Fonte: Elaborado pelo autor.

A func¢@o mudancga de configuracio entre a configuracao material e atual é definida por
€ portanto:

Qo — Qu(t), (x,1) =y, (5.21)

X(Xa t) = Y<X7 t)'
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jé a que define a mudanca de configuragdo entre a configuragdo referéncia e atual € ¢, de modo
que:

QR(t) - Qt<t)7 (Xat) Y,

e(X,t) =y(X,1).
e por fim, a fun¢do de mapeamento entre a configuracao de referéncia e material (Z) € descrita

(5.22)

por:
QR(t) — QO? (X7t) — X,
2(X,t) =x(X,1).

[1]

(5.23)

Conceitualmente a tnica configuracdo que niao depende do tempo (¢) € a material (inicial).
Na abordagem ALE, a derivada material de uma quantidade espacial qualquer ()(y, ), esta é

definida como sendo:

Dl)ly.t) _ a@X.1)| | o)X.0) oX| o) oe) oy <o
pr o | T ox o o oy ox a0 O
em que a velocidade da particula fluida pode ser escrita como:
Dy 0Jy(X,t) dy 0X
f—_7 _ - .
MY ot oX ot (>-23)

Sabendo que Jy (X, t)/0t|x = v™, ou seja a velocidade da malha. Assim, associando

esta defini¢cdo, juntamente a Equacgdo (5.25) na Equacdo (5.24), obtém-se a Equagdo (5.26).
D(e)(y,t)  O(e)(X,1)

'y .U (e
o 5 + (v —v™) - V(o). (5.26)

X

A Equacido (5.26) é a base dos conceitos da Descri¢gdo ALE, introduzindo um termo

convectivo representado por (—v™ - Vy(e)) ao movimento do observador.

Nesse contexto, as equacdes de Navier-Stokes-Brinkman passam a ser escritas na descri-

¢do ALE conforme Equagdes (5.27) e (5.28), ver por exemplo Fernandes (2020).

ov! ARl i N AW
pf<vz+(vf_vm) Uz>+i M( A +u¢’vlf—v§”)—b{=07 (5.27)

ot T oy ) oy, of \ oy T oy kY
ov!
L —) 5.28
ou em notag¢do tensorial mista na forma:
ov! f F ot
p’ <W+ (vl —vm)- va> + Vp! - % (V! + (Vv)T) — Mk—f(vf —v™) —bf =0,
(5.29)
vV-vl=o. (5.30)

em que v refere-se a velocidade da malha, e assim, quando esta € igual a zero retoma-se a

descri¢do Euleriana e quando esta é v™ = v/ obtém-se a descricdo Lagrangiana atualizada.
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5.5 TECNICAS DE ESTABILIZACAO E FORMA FRACA

Em relacdo a estabilidade da aproximaca@o por elementos finitos das Equacdes que
regem problemas de escoamentos incompressiveis, algumas situacdes sdo necessdrias para serem

comentadas.

E comum a utilizag¢io do método de Galerkin (ou Bubnov-Galerkin) para aproximacio
dos espaco de fun¢des ponderadoras e aproximadoras. Para o uso de tal método deve ser atendido
a condi¢do de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi (LBB), por se tratar de um problema de ponto
de sela, induzindo na aproximacio de cada varidvel do problema (p/ e v/). Combinacdes de
elementos e suas aproximacdes para cada campo de varidveis sdo apresentados no trabalho de

Donea e Huerta (2003), conforme Figura 5.5.

Figura 5.5 — Elementos finitos estaveis de Taylor-Hood

O @ ®

O, O O ®
Elemento Mini P2P1 Q2Q1

@ Nos que interpolam velocidade e pressao

e Noés que interpolam velocidade

Fonte: Fernandes (2020).

Trabalhos como Hughes, Franca e Balestra (1986), Hughes, Franca e Hulbert (1989)
e Tezduyar (1992) apresentaram formulacdes estabilizadas para superar a restricdo de LBB.
As estratégias utilizadas no trabalho de Fernandes (2020) foram o emprego da técnica SUPG
(Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin) (ver Brooks e Hughes (1982)) para sobrepujar problemas

gerados por convec¢do dominante, ou seja, maioria dos casos com numero de Reynolds elevado.

As outras técnicas utilizadas para o desenvolvimento do algoritmo computacional foram:
PSPG (Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin))(ver Tezduyar (1992)) possibilitando o uso das
mesmas funcdes aproximadoras para os dois campos de varidveis do problema e por fim, a técnica
LSIC (Least-Squares on the Incompressibility Constraint) para manter um bom condicionamento
do sistema algébrico mesmo em problemas com valores elevados de Reynolds (ver Tezduyar e
Osawa (2000)).

A partir da Equacao (5.27), escreve-se a forma fraca das Equacdes de Navier-Stokes-
Brinkman com as técnicas de estabilizacio, que se consiste na adi¢cao do residuo da equagio
da quantidade de movimento ponderado por Tsypg(v/ — v™) - V¥, o residuo da equagio da

quantidade de movimento ponderado por 7pspa (V1) /p’) € o residuo da equagdo da continuidade
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ponderado por p/vy5;¢V - ¥, conforme Equacdo (5.31).
ov! ool opf o [on o]\ wlef
. f 22 f_ i Y 7 j ( f _m
/m P <0t + (vj — v} )Oy]>+8yi o \ oy +8y-2 + 7 i u")

(A
—b{

dQ + z/)V-vfth—/ U-hdly
Qt FN

Tel ov

+ ;/e TSUPG ((Vf —v™). 0_%> -rM(vf,pf) dQ),
Nel Vw

+ Z/ TPSPG <7> -y (v, pl) dQ
e=1 ¢

Nel

Z f
+ / pfyLS]CV . \Ich(V )th = 0,

e=1 ¢

(5.31)

sendo ¥ e ¢ as funcdes teste da equacao da quantidade de movimento e continuidade, respec-
tivamente. E n.; € o nimero de elementos finitos da discretizacdo, h as forcas de superficie e
TSUPG> TPSPG € VLsic SA0 0s parametros de estabilizagdo. Os vetores rj; € 7¢ sdo os residuos
das equacdes de conservacio de quantidade de movimento e continuidade, respectivamente,

conforme Equagdes (5.32) e (5.33).

ov! w pf pf
ry =p! ( pral Al m)-va>+Vp pyi (Vv 4 (VV)T) = == (v =v™) = bl e
(5.32)
ro= Vv, (5.33)

Para cada técnica € utilizado um parametro de estabilizacdo, sy pa, Tpspa € Visic. Para
determinagdo desses parametros existem diferentes trabalhos na literatura, porém os utilizados
na formulacao por (FERNANDES, 2020) foi a de (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR,

2013), conforme as seguintes Equacoes:

1 1 1\ V2
TSUPG = TPSPG = ( 5 + = + — ) , (5.34)
Tsuant  Tsuan2  TSUGNS3

visic = tsupa| v — ¥, (5.35)

no qual,

Nno -1
TSUGNT = <Z| VN|> , (5.36)

At

TSUGN2 = (5.37)
h2

TSUGNS = L r (5.38)

Nno
hren = (Zh« wvn) : (5.39)
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Vi[v/ =¥/
r — M (5.40)
V]I = w7]]]

em que Nno é o nimero de nés do elemento finito, /V a funcio de aproximacio, At o respectivo

passo de tempo para a discretizagio temporal e v/ a viscosidade cinemdtica do fluido.

Vale ressaltar que para problemas com baixo nimero de Reynolds a técnica PSPG é
suficiente (i.e, problemas com velocidade baixa), por ser necessdrio contornar apenas o problema

de devido ao LBB na aproximacao entre o campo das variaveis.

5.6 INTEGRADOR TEMPORAL o-GENERALIZADO - IMPLICITO

Para solucionar o problema transiente do fluido, requer-se o uso de uma técnica de

integracdo temporal adequada, de modo a se obter a manter estabilidade e precisao.

O esquema adotado foi o uso do método do a-generalizado para a discretiza¢do temporal
das Equacdes de Navier-Stokes, em conformidade com o integrador temporal desenvolvido para
o problema da fase s6lida deste trabalho. A esquematizagdo da técnica para andlise dindmica
e fluidos em Jansen, Whiting e Hulbert (2000), permitindo dissipacao de altas frequéncias e

possivel amortecimento artificial induzido.

Como ja supracitado na Sec¢do 4.6.2, a aproximacao do campo de varidveis, nesse

caso velocidade e aceleragdo, por valores intermedidrios, conforme Equacdes (5.41) e (5.42),
respectivamente.

f _ VA | 541

Vitay = Vi +oap(vig —vi),e (5.41)

alia, = V0, =Vl +an(l, — V). (5.42)

sendo tal estratégia vinculado ao Método de Newmark, portanto relacao entre a velocidade e

aceleracdo no tempo t+1 podem ser descritas pela Equacao (5.43).

Vi = v+ AL =)V + V). (5.43)

Para garantir a convergéncia de segunda ordem, o valor de 7 € descrito pela Equagao
(5.44).
v=1/2+ o, — oy, (5.44)

e torna-se incondicionalmente estavel para:

Q> ap > 1/2. (5.45)

Os valores de o € «, s@o descritos em fung¢do do raio espectral, de modo a controlar
a dissipagdo de altas frequéncias. Nesse contexto, utiliza-se as Equacdes (5.46) e (5.47) para

determinacdes desses parametros.
1

g 76
1+ poo

ay (5.46)
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0 =1 (ﬂ> . (5.47)

2\ 1+ pso

O raio espectral € descrito no intervalo p,, € [0, 1], assim como apresentado na Se¢ao
4.6.2. Os intervalos correspondentes ao parametros do método de integracdo temporal para a

mecanica dos fluidos em func¢ado do raio espectral sdo ilustrados na Figura 5.6.

Figura 5.6 — Parametros em funcao do raio espectral para mecanica dos fluidos.
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Raio espectral

Fonte: Elaborada pelo autor.

O raio espectral é um valor possivel no intervalo de [0,1], de modo a ndo ocorrer
dissipacdo para o valor maximo e maxima dissipacao para o menor valor. O integrador temporal

esquematizado dentro do intervalo do raio espectral é apresentado na Figura 5.7.

Figura 5.7 — Integracdo temporal via a-Generalizado para mecanica dos fluidos.

ti-i-af ti—Q—oe,,,,
| s s | >
[ M M [ o
ti tit1 t

Fonte: Adaptado de Fernandes (2020).

Diferente da estratégia que foi utilizado no sélido, no fluido o tempo intermedidrio
encontrado pode ndo ser o mesmo em relagdo ao do sélido, pela sua dependéncia do raio

espectral de cada fase, por se tratar de uma formulacao adaptada para a mecanica dos fluidos e
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o valor nodal calculado intermedidrio € obtido por ¢ + a¢ ou t + «,,, jd no solido utilizou-se a

técnica original do a-generalizado de calcular as varidveis nos tempos ¢ + 1 —afet + 1 — ay,.

5.7 CONCLUSAO DO CAPITULO

O presente capitulo teve por finalidade a apresentacao dos desenvolvimentos matematicos
da mecanica dos fluidos para fluidos Newtonianos incompressiveis com técnicas de estabilizacao,

juntamente a descricdo Lagrangiana-Euleriana arbitraria (ALE).

A devida sistematizacdo para apresentacdo da forma fraca e discretizacdo espacial pelo
MEEF ¢ devidamente apresentada no trabalho de Fernandes (2020) em seu capitulo 2, juntamente
sua integracao temporal com o a-Generalizado. A constru¢do matricial da discretizacdo espacial

das equacoes de Navier-Stokes encontra-se no Anexo C.
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6 MECANICA DOS MEIOS POROSOS SATURADOS

6.1 INTRODUCAO A MECANICA DOS MEIOS POROSOS

Os materiais porosos sao classificados como materiais com uma estrutura interna. Tendo
estes uma fase sélida (matriz ou esqueleto) e poros (fluido ou gés) na sua constituicao, podendo

eles ser abertos ou fechados.

Segundo Coussy (2004), os meios porosos sdo estudados em uma escala macroscopica
em que cada ponto do meio é um volume elementar composto por suficiente matéria (sélidos e

fluidos) para ser representativo dos fendmenos estudados.

A partir da mecénica do continuo, o meio poroso € tratado como sendo a superposi¢ao
no tempo e espaco de dois dominios ou duas fases conforme Figura 6.1: esqueleto (solo) e
fluido, ambos continuos, onde as posi¢des das particulas do esqueleto e do fluido coincidem
sobre 0 mesmo volume infinitesimal geométrico, € em um instante de tempo qualquer (i.e,

Homogeneizagao de Fases, com porosidade conectada e sem consideracio de porosidade oclusa).

Figura 6.1 — Idealiza¢do microscépica do meio poroso.

- 05 fe

) Q Qe ®
oS [0 NeSe
L ‘\’ C > O\ o '\.

Fase Solida (Matriz) Fase Fluida Elemento Infinitesimal

do Dominio Poroso
Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando o material poroso € submetido a forcas externas e variagdes na pressio do fluido,
o esqueleto s6lido do material se deforma, equivalente a descri¢do apresentada na Secdo 3.2 pela

mecanica do continuo para materiais solidos.

De modo a quantificar a variacdo do volume no espaco poroso define-se o termo de
porosidade. A porosidade (Euleriana 1/ - ou Lagrangiana ¢/) descrita na Equago (6.1) quantifica
os "vazios" conectados, podendo estar completamente saturados e os poros ndo conectados sao

tratados como parcela da matriz sélida.

fidQ{

_ 2% 6.1
7 i, (6.1)
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mm que dQ{ o volume de poros conectados (nesse caso, volume contido de fluido no poro), d€2;
volume total atual da particula no meio poroso. Quando um meio poroso de volume €2; sofre
uma deformacio, a porosidade 7/ niio quantifica adequadamente a variacio do volume relativo

ao volume do material no instante inicial df).

A mudanca do volume poroso é melhor quantificada pela porosidade Lagrangiana (¢/), a
qual € a relagdo entre o volume de poros atual e o volume inicial df2,. A Equacgdo (6.2), fornece
a relagdo entre ambas as porosidades sendo J = df2;/dS)y 0 jacobiano da transformag@o entre as

medidas de porosidade.

¢’ dQy = nfdQ, : o' = Jn’. (6.2)

6.2 TEORIA DOS MEIOS POROSOS BIFASICOS

Como j4 dito anteriormente, a estrutura do dominio poroso considerado é composto por
uma fase sélida e uma fase porosa, com poros interligados e preenchidos totalmente por fluido.
As duas fases sdo distinguidas em um sentido continuo de um volume infinitesimal, conforme

apresentado na Figura 6.1.

A escala considerada para distin¢do entre cada fase constituinte do dominio € a microes-
cala (maior que a escala atdmica), podendo esta ser ilustrada segundo a Figura 6.2, verificando
as acdes que ocorrem entras as interfaces fluido e estrutura, abordadas a luz da mecénica do

continuo cldssica para tal escala.

Figura 6.2 — Representacdo microescala de Interacdo Fluido Estrutura.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para utilizar a microescala, mesmo que tenha uma boa representatividade local, a aborda-
gem torna-se diferente, pois nesse contexto trata-se de um problema de Interacdo Fluido-Estrutura
diretamente associacdo a imposi¢ao das condi¢des de contorno de Dirichlet-Neumann nas inter-

faces dos dominios, por exemplo.

Assim, para uma representacdo na macroescala, escala superior a microescala, € neces-
sario uma devida associagdo entre as escalas micro-macro referente as equagdes governantes,
variaveis principais, parametros do modelo e do material. Na literatura a presente abordagem
pode ser encontrada como Teoria das Misturas (Mixture Theory) ou juntamente ao Célculo da

Média (em inglés, Averaging ou Volume Averaging).

Até entdo foi esquematizado um modelo representativo do dominio poroso, conforme
Figura 6.1. Partindo do elemento representativo, a homogeneizacao realizada associando as inter-
faces dos dominios constituintes com base na propor¢do de cada fase em fun¢do da porosidade,

conforme ilustrado na Figura 6.3.

Figura 6.3 — Processo de homogeneizagdo de fases para dominio poroso bifésico.

Mistura
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\
Fase Fluida
Razao de Volume (¢/)

dQf

¢=¢ U

Fragao Volumétrica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Considerando a condi¢ao de dominio totalmente saturado, o termo de porosidade (¢°)

presente na Figura 6.3 representa a fracao volumétrica total das fases no dominio poroso, que
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por sua vez pode ser definido por:
¢o=9¢"+¢ =1 (6.3)

Na literatura, para modelar dominios porosos, diferentes sdo os métodos numéricos e
escalas utilizadas, sendo grande parte deles baseados na defini¢do de um volume elementar
representativo (ou em inglés Representative Elementary Volume - REV), grande o suficiente
para captar a geometria correspondente ao dominio e pequeno suficientemente de modo a captar

efeitos fisicos de interesse, estratégia utilizada neste trabalho.

Avangos do método de célculo da média de volume pode ser encontrado nos trabalhos de
Whitaker (1986a, 1986b, 1986¢, 1986d, 1996), assim como algumas estratégias de correlagio

entre as variaveis definidas entre as escalas.

Portanto, trabalhando-se em uma escala macroscépica, parametros como porosidade,
tortuosidade e permeabilidade sdo caracterizados no mesmo sentido da escala de andlise. Nesse
sentido, as quantidades fisicas sdo classificadas em intrinsecas, microscépicas médias e macros-

cOpicas médias.

Quantidades intrinsecas sdo quantidades verdadeiras na escala microscdpica, estas nao
sdo diretamente constituintes nas equacdes que governam dominios porosos homogeneizados,

sendo substituidas por quantidades médias.

Como toma-se necessdrio a conexdo entre diferentes abordagens, define-se que (e) é

definido como quantidade média de () referente a um volume total V;, portanto:

(o) = Vio/w(.)dw. (6.4)

e m define a respectiva fase, solida (s) ou fluida (f). Além disso, a quantidades microscépicas
como p* e o/, por exemplo, ndo sdo quantidades intrinsecas (in), ou seja, podemos definir que

densidades e tensores de tensdo macroscopicos sao:

p* =5, = (1= 9), (6.5)
oF =l =p'o. (6.6)
0¥ =07, = o*(1 — ¢), (6.7)
o =0l = ol (6.8)

Portanto, quantidades microscopicas médias sao quantidades intrinsecas médias sobre
o volume de fase a que estio associadas. J4 quantidades macroscopicas médias referem-se ao
volume poroso total. O mesmo vale para outras varidveis como velocidades médias de cada fase.
No caso do tensor de deformacdes de Green-Lagrange (E) nao terd sobrescrito na notagao, pois

este condiz com o dominio poroso completo.
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6.2.1 Derivada material do dominio poroso

Matematicamente torna-se parcialmente abstrato o conceito da presenca das duas fases
estando constituidas no mesmo ponto do continuo (homogeneizado), dada a abordagem cléssica
da Mecanica do Continuo. Considerando a configuracio inicial (£2y) e as duas fases incom-
pressiveis, o determinante do gradiente de deformacdo nao € necessariamente 1, como pode-se

observar pela Figura 6.4 pelas as configuragdes deformadas apresentadas.

Figura 6.4 — Configuracdo deformada macroscdpica do dominio poroso incompressivel.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, as duas fases dentro do dominio poroso podem deformar-se independentemente
conforme ilustrado na Figura 6.5, e portanto, cada fase € correspondida por uma derivada material
(ver Bird, Stewart e Lightfoot (2006)), definida pelo conceito de acompanhar um observador
Lagrangiano e portanto, definir a taxa de variagdo de alguma quantidade fisica (escalar ou

vetorial) de uma particula ao longo do tempo.

Neste caso, pela consideracdo de duas fases tém-se: a derivada do tempo material em
relacdo a matriz seguindo a particula do sélido e a derivada de tempo material em relacdo a fase
fluida, acompanhando a particula do fluido. Portanto, a derivada material em relacdo a fase de

solida (D*/Dt) de uma quantidade de material (®)(x, ¢) é representada pela Equag@o (6.9).

D(e)(x,1)  O(e)(x,1)
Dt ot ’ (©9)
jé a derivada material em relagdo a uma quantidade espacial (o)(y,t) é
D(e)(y,t)  O(e)(y,1) )
D1 = 5 + V(o) - v, (6.10)
y
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Figura 6.5 — Configuracdo deformada macroscépica de cada fase.

x(t)
v s
oF °9
\® ='
Q,L°
L ‘\.

o \/,
X/ (t)

Fonte: Adaptado de Vuong, Yoshihara e Wall (2015)

sabendo que v® = Jy/0t|, e, portanto, por seguir a fase s6lida, esta deriva material é equivalente

a da mecanica dos solidos classica.

Para dominios porosos o observador é Lagrangiano da fase sélida, como ja apresentado
inicialmente nesse trabalho, e para o fluido mantém-se a ideia da descricio ALE. Assim, a
derivada material da fase fluida em relagcdo a uma quantidade espacial qualquer (o)(y,t) é

representada pela Equacdo (6.11).

D'(e)(y.t)  O(e)(y(x,1),1) (e)(y(x,t),t) 0x
Dt ot + 0x ot )
x x 6.11)
oyl t).f| | ae)y(tl) dy o
- ot X+ ay ox" 0|

tendo pela defini¢do supracitada, a velocidade do fluido sendo expressa na Equagdo (6.12).

Jy(x,t) 0x

Dly  0Oy(x,t) Ox
B ox ot

Dt ot

vl =

(6.12)

X xf

Substituindo a Equagdo (6.12) na Equagdo (6.11) e pela definicdo dy(x,t)/0t|x =
v = y* para o caso das coordenadas x do sélido serem consideradas como coordenadas de

referéncia para o fluido, obtém-se a Equacdo (6.13).

DY (e)(y,t)  O(e)(y(x,t),1)

F 5.V (e
— ~ (v =3 V(). (6.13)

X
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Ressaltando que o movimento entre as fases sio diferentes, tal abordagem € equivalente
a formulacdo ALE descrita na Se¢do 5.4, tomando a velocidade do sélido (y°) equivalente a

velocidade da malha (v™).

Como ja expresso nos capitulos anteriores, é conveniente o uso de uma descri¢do Lagran-
giana para problemas de mecanica dos sélidos, e portanto sua equivaléncia para a matriz sélida
do dominio poroso, assim como varidveis cinemadticas de deslocamento do sélido (d®) e y°.

dS S S c.S ads ays
=y —x ey =—=—. (6.14)
ot ot

J4 para o escoamento de um fluido através de um poro adota-se considera-se uma
velocidade denotada como velocidade de infiltracdo (w) que descreve o movimento do fluido em

relacdo a fase sélida.

Consequentemente, a chamada velocidade de Darcy (v%) pode ser introduzida como
uma quantidade cinematica adicional que relaciona w com a quantidade fluida representativa no

dominio poroso de acordo com a porosidade, expressa pela Equacdo (6.15)

w= (v —y°) e vi=¢'w. (6.15)

Uma explicacdo conceitual e visual é apresentada na Secdo 6.2.2 sobre as velocidade do
fluido e velocidade de Darcy.

6.2.2 Velocidade real do fluido e velocidade de Darcy para escoamento em meio poroso

O escoamento em meio poroso € tradicionalmente atrelado a relacdo empirica obtida por
Darcy (1856). Um ensaio para o escoamento de dgua através de uma coluna de areia determinou-
se que a perde carga hidraulica (Vp/) e a velocidade de 4gua em seu interior estdo linearmente

dependentes, e assim, define-se a Lei de Darcy pela Equagado (6.16) completa.
d k f ! f
v :ﬁ(Vp + p' (g —a’)) (6.16)

A velocidade v¢ representa a velocidade média do fluido no volume de controle total

(€2,) sendo representativa para uma escala macroscépica. J4 a velocidade média do fluido ¥/ é a

média da velocidade do fluido que percola pelos poros, definindo portanto a Equacdo 6.17 que
correlaciona as duas velocidades.

vl = v (6.17)

De tal forma, € vélido ressaltar que, para o caso de escoamento de fluidos, considera-se
no presente momento que y° ~ 0 (sélido indeformdvel e em repouso). Nesse contexto, € ilustrada
na Figura 6.6 uma representacao dos perfis de velocidade do fluido e a defini¢ao de velocidade

de Darcy, considerando um escoamento que ocorre da esquerda para a direita.
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Figura 6.6 — Velocidades em microescala.

>

\

|_

v/ v/ \Y

Fonte: Elaborado pelo autor

Devido a porosidade ser uma varidvel fung¢dao do tempo e espaco, sua variacao no tempo
pode ser negligenciada (ver Moran e Toledo (2011)) para pequenas mudancas e considerar

apenas sua variagdo no espago.

Na notacio deste trabalho é utilizado v/ ao invés de ¥/ para escoamento em meio poroso
como velocidade média por questio de simplicidade por se tratar de uma formulacao utilizada
em macroescala, porém viu-se necessario alertar ao leitor sobre a influéncia da velocidade real
em microescala. No caso de problemas nio porosos (¢/ = 1), ttm-se que a v/ = ¥/ = v% a
depender das condicdes impostas para deslizamento e consideracdo para com os termos das

equagdes governantes.

6.3 DEFINICOES POSTULADAS NA MECANICA DOS SOLOS

6.3.1 Tensao Efetiva de Terzaghi

A formulacdo macroscdpica das leis de comportamento dos solos saturados deformdveis
define-se que, para um dominio poroso isétropo, o equilibrio local é governado em termos das
tensoes efetivas principio da tensao efetica de Terzaghi), conforme Equacdo (6.18), descrita em

notagdo tensorial e indicial.
o=0"—wp’l ou 0, = Ufj — app’ 65, (6.18)

na qual o;; sdo as tensoes totais, afj sdo as tensOes efetivas e «ap 0 coeficiente de Biot. Esta
formulacdo para solos saturados possibilita o uso de modelos cldssicos da mecanica dos sélidos
(elastico, plastico, visco-pléstico, etc.) utilizando o tensor de tensdes efetivas (ver por exemplo
DEBOER (1992), Buhan, Chateau e Dormieux (1998), Coussy (2004), Schreyer-Bennethum

(2007) para mais informacoes).
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Na teoria poroeldstica o comportamento da fase sélida € descrito pelos principios da
elasticidade e o fluido considerado um material viscoso em que escoa segundo uma lei de fluxo

(Lei de Darcy), consideragdo de regime laminar.

6.3.2 Coeficiente de Biot

As definicdes aqui apresentadas sao um breve resumo que pode ser encontrado em Coussy
(2004). Na mecanica dos solos, em escala macroscopica, existem duas medidas adicionais de
rigidez: o médulo de Biot (M) e o coeficiente de Biot (ay,), comumente encontrada em funcionais

de energia livre que caracteriza o comportamento de um material poroso, por exemplo.

Na teoria linear, esses modulos caracterizam a resposta de tensdo pela variagdo de
porosidade e pressao. Em trabalhos presentes na literatura também sao utilizados para postular

modelos constitutivos nao lineares (ver Callari e Abati (2009), Chapelle e Moireau (2014)).

De modo geral, o coeficiente de Biot (a;) para o caso de particula sélida incompressivel

atribui-se a seguinte definicao apresentada na Equacao (6.19).

oo

=3E = 1. (6.19)

Qp

Para mensurar o comportamento de um material poroso através de um ensaio triaxial e
obter o «y, realiza-se o ensaio em condicao ndo drenada (jacket) e drenada (unjacket). Dessa

forma, obtém-se os valores de Bulk Modulus (K) para as duas situagdes.

Na condicdo ndo drenada obtém-se K e drenada K%, em que na condi¢io ndo drenada
(considerando o fluido como nao compressivel), verifica-se a compressibilidade do sélido. Ja

condic¢do drenada verifica-se a compressibilidade da matriz.

Aplicando os valores de A de um ensaio triaxial na Equagdo (6.20) determina-se o «.

K’u

Qp = 1-— E, (620)

sendo que K" < K 4 No caso de K“«K* corresponde ao o, = 1 no caso de uma particula

solida incompressivel. Em Biot e Willis (1957) foi matematicamente demonstrado que o limite

inferior de o, € a propria porosidade do meio.

O conjunto dos possiveis valores de a; como a, = {x € R | 1 > x > ¢}. Os limites
tedricos de oy, foram experimentalmente comprovados em diversos trabalhos como Berryman
(1992), Laurent et al. (1993), Nermoen et al. (2013), Selvadurai (2019).

Com a Equacdo (6.20) mensura-se a importancia da compressibilidade dos graos para a
deformacao de meios porosos. Quanto maior oy, menor serd a influéncia da compressibilidade

para a deformacdo e vice-versa.
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No presente trabalho considera-se a particula sélida e fluida incompressiveis e ndo
apresentou-se demais informacdes sobre o M, por ndo fazer parte diretamente da formulacao

apresentada.

6.4 CONDICAO DRENADA E NAO DRENADA

De acordo com Verruijt (1995) o comportamento de um meio poroso € dito totalmente
drenado, se a duracdo do processo de consolidagdo for curta em comparacdo com a escala de
tempo do problema. Para uma superficie considerando condic@o de fluxo livre, esta regido é

considerada de pressao nula.

No caso de condi¢des ndo drenadas, assume-se que o carregamento € tdo rapido, ou que

a permeabilidade € tdo baixa que ndo ocorre fluxo para o fluido em uma determinada regido.

De modo geral, a rigidez do problema é aumentada pela resisténcia do fluido contido nos
poros, a depender de sua compressibilidade. Portanto, um problema com contornos impermeaveis,

ou seja, sem fluxo de fluido sobre os contornos, é definido como ndo drenada.

6.5 PERMEABILIDADE E TORTUOSIDADE

A técnica utilizada parte do principio do Volume Averaging parte de algumas suposicdes,
sendo algumas delas geométricas. Os pardmetros representativos para meios porosos presentes

na literatura sdo: permeabilidade e tortuosidade.

No caso da permeabilidade (intrinseca), essa representa a resisténcia do esqueleto sélido
contra a percolagdo do fluido no espaco poroso, que depende da micro-geometria do dominio

poroso (i.e arranjo das particulas sélidas). Portanto, permeabilidade € representada pela Equagao

(6.21). ) ]
() ()

o K’/ _ S m-s

)

onde K é a condutividade hidraulica, k é a permeabilidade intrinseca [m?] e g é a aceleracdo

= [m?] (6.21)

gravitacional. A permeabilidade (k/) é um tensor de segunda ordem positivo definido e simétrico,

conforme Equacdo (6.22).
kKl 0 0
k=10 k?f 0 (6.22)
0 0 K/

A permeabilidade por ser intrinsecamente geométrico, depende de informagdes da
geometria microscépica no nivel macroscépico. No caso da condutividade hidrdulica K depende

das propriedades do fluido (saturacdo, viscosidade, temperatura e densidade). E apresentada na
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Tabela 2 algumas faixas de permeabilidades e porosidade para alguns materiais porosos presentes

na natureza.

Tabela 2 — Faixa de permeabilidade e porosidade de diferentes materiais.

Material Permeabilidade [m?] Porosidade
M4érmore 10~ 0,005 - 0,02
Concreto 1016 _ 102! 0,02 - 0,07
Argila 10161020 0,5

Granito 1016 - 1020 0,002 - 0,04
Couro 10-8B-107™ 0,56 - 0,59
Calcario 10712-10"16 0,04 - 0,29
Arenito 10°1 10717 0,08 - 0,38
Cascalho, areia 1072 -10"12 0,37 - 0,50

Fonte: Adaptado de Nield e Bejan (1998).

A permeabilidade intrinseca muda devido a deformacao conforme Equagdo (6.23).

1

ki =
LT

A -k} AT (6.23)

Diferentes trabalhos presentes na literatura buscam uma caracterizacao satisfatoria em
nivel micro-macro para a permeabilidade. Em Jourde ef al. (2007) € proposta uma lei alternativa
para a permeabilidade de estruturas geométricas porosas complexas. Neste trabalho, para todos

os exemplos numéricos, uma permeabilidade constante do material € assumida.

Ja a tortuosidade (p) descreve a "curvatura" dos poros e, portanto, depende da microes-
trutura das particulas sélidas, sendo @ inversamente proporcional a k/. Na Figura 6.7 é ilustrado

o efeito de tortuosidade.

Figura 6.7 — Efeito da tortuosidade na microescala.

=

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O escoamento da Figura 6.7 aponta predominantemente da esquerda para a direita,
levando a uma velocidade média correspondente. Porém, devido as diferentes curvaturas mi-
crogeométricas pela variabilidade das particulas, as forcas de inércia também podem atuar em

outras direcoes.

Em Coussy (2004) o efeito da tortuosidade € considerado no balango entre as fases como
um termo de inércia adicional ao sistema. A tortuosidade ndo é considerada neste trabalho, e,
portanto, ndo aparece nas equagdes da fase fluida, mas considera-se interessante o conhecimento

ao leitor.

6.6 RELACOES DE BALANCO PARA MODELO BIFASICO

Nesta se¢do serdo apresentados os balancos das fases homogeneizadas e sua relacdo com
a porosidade do meio, que no presente trabalho sdo assumidas as seguintes hipdteses para a
deducdo do modelo:

¢ Fluido monofasico;

* Viscosidade constante;

e Permeabilidade constante;

* Porosidade espacial e temporal constantes;

* Porosidade interconectada e sem porosidade oclusa;

* Sélido e fluido incompressiveis.

6.6.1 Balanco de volume

Cada fase do modelo bifasico deve atender a conservagdo de massa, como ja apresentado
inicialmente nos problemas desacoplados para os capitulos anteriores, que parte do principio de
ndo ocorra criagdo ou desaparecimento de matéria, formulado pela Equagao (6.24)

O(p™n")
ot

na qual 7 referéncia a fase em questio, ° define a quantidade sélida representativa (1 — n/),

+p™"V-(v") =0, emquen € {s, f} (6.24)

logo, n/ refere-se a porosidade fluida do meio. Pela hipétese de constituintes materialmente

incompressiveis, podemos assim definir a Equagdo (6.25).
pf = const., e p® = const., (6.25)

em que para uma andlise em pequenas deformacgdes, pode-se considerar que porosidade La-
grangiana e Euleriana sdo equivalentes (n ~ ¢). Assim, a obtemos a partir da associacdo das
Equacdes (6.24) e (6.25) a Equagdo (6.26)

oP™

-+ ¢"V - (v") =0, emque € {s, f} (6.26)
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Portanto, desenvolvendo a Equacao (6.26) para ambas as fases e somando as mesmas,
obtém-se a Equacao (6.27).

V- (¢/v + (1-¢N)y%) =0. (6.27)

recordando o leitor a formulagdo da fase solida por se tratar de posicdes apresentamos a veloci-

dade da fase (v®) como sendo (y*), pela equivaléncia.

6.6.2 Balanco da quantidade de movimento

A equacdo de balan¢o da quantidade de movimento denota que a resultante de todas as
for¢as atuantes no dominio €2, deve ser igual a taxa de varia¢do da quantidade de movimento.
O balanco de quantidade de movimento de cada fase homogeneizada € definida pela Equacao
(6.28), ja considerando a equivaléncia entre porosidade Lagrangiana e Euleriana.

o™
¢7rp7rﬁ =V (0" +¢"p"g +f", emque 7€ {s, f} (6.28)

onde ¢"p™g = ¢"b™ é a forca de massa especifica do corpo agindo uniformemente sobre a fase,
e f™ representa a forca de interagdo local especifica do volume entre o fluido e o constituinte

solido, que pode ser entendida pela Figura 6.8.

Figura 6.8 — Interacdo local especifica de volume entre fases.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, pela a conservagao geral de quantidade de movimento entre as fases, o equilibrio

deve ser atendido, assim t€ém-se que:

f +£/ =0 (6.29)

Ao aplicar o conceito de tensoes efetivas apresentada na Secao 6.3.1, para descrever o

estado de tensd@o em uma fase de material poroso homogeneizado, detalha-se a decomposi¢ao do
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tensor de Cauchy de cada fase e sua forca de interacao da seguinte forma:
0" =% — ¢"p'l (6.30)

7 = p/v(¢f) + £}, (6.31)

Neste contexto, o7, e f é sdo denominados como termos efetivos, e pf pode ser interpretada
como multiplicador de Lagrange para o requisito de incompressibilidade dentre as fases na

mistura.

6.6.3 Balanco da quantidade de movimento do fluido homogeneizado

Segundo Diebels, Ehlers e Markert (2001), para um escoamento laminar, a parcela V -
(a)g «<f é pode ser eliminada do balango do momento do fluido. Considerando permeabilidade
isotrépica (k,=k,=k.), a for¢a de interacdo (ff ) € definida conforme Equagao (6.32), neste
trabalho também formulada como for¢a de Darcy (F Damy)

! (¢7)?

fl = — o

(v/ —y*) = F}

Darcy*

(6.32)

Portanto, a Equacgdo (6.28) para a fase fluida, negligenciando as parcelas de gradiente de

porosidade, pela Equacdo (6.33).
0! (o)

f _ A4y I sy —
pode ser simplificada como:
L0u! . W .
p! at—l—Vp — b’ + kf( —y°) -0, (6.34)

A Equagdo (6.34) esta associada a escoamento laminar. Para este trabalho, ao se utilizar
uma adaptacdo da Equagdo (5.29) de Navier-Stokes, ao associar as duas formulac¢des, definindo
portanto, a Equacdo (6.35) para contemplar as parcelas convectivas da formulacdo que possibilita
escoamentos turbulentos e uso descricio ALE.
W ()

k!

(v =y*) = (V! + (Vv/)")—¢/b/ =0
(6.35)

s f o es ! Font
o o+ (V=) YV ¢!V

Pelo mesmo principio j4 citado, a Equagdo (6.36) pode ser simplificada pela porosidade
fluida:

ov' fpt f
o’ <—+ v/ —y°)- va> L vpl + B gy - % (Vv + (VvHT) —bf = 0.
(6.36)
Vale ressaltar que o termo convectivo (v/ - Vv/) e difusivo (u/ (va + (Vv/ )T)) da

Equacao (6.35) pode ser negligenciado para escoamento com baixo nimero de Reynolds.



6.7 SUMARIO DE EQUACOES E ACOPLAMENTO DAS FASES 115

6.6.4 Balanco da quantidade de movimento do s6lido homogeneizado

Desenvolvendo a Equagdo (6.28) para a fase sélida, obtém-se a Equacdo (6.37)

0%
d)pﬁ

desconsiderando os termos de gradiente de porosidade e substituindo os termos convenientes

— V- (0g° — ¢°p'T) — ¢°b® +f* = 0, (6.37)

pelo uso dos conceitos e Equacdes (6.30), (6.31) e (6.32), define-se portanto a Equagdo (6.38).

oy° W (o7)?
0P =V (or") + &V — b —

F %) =
T (v —y*)=0. (6.38)

A Equaciao (6.38) representa o balango de quantidade de movimento da fase s6lida do
dominio poroso, considerando a incompressibilidade do material e portanto, o que se deforma é

a matriz do dominio poroso.

Ja a forma Lagrangiana da quantidade de movimento para o s6lido homogeneizado é
definida na Equacdo (6.39). Para caso de duvidas para a mudanca de descri¢do (Euleriana -

Lagrangiana) ver Secdo 3.4.3.

oy* pf(¢h)2J

0P = Vo (A-S) +JAT  Vopl — b — ———(v/ —y") =0 (6.39)

Ressalta-se que inicialmente o equilibrio do fluido € realizado em descri¢ao Euleriana, e
por consequéncia esta associado a porosidade 1/. No entanto, pela consideraciio de ndo variacio

de porosidade no espaco e no tempo, essa foi apresentada na formulacio da fase fluida como ¢/.

6.7 SUMARIO DE EQUACOES E ACOPLAMENTO DAS FASES

Todas as equagdes, em sua forma forte, que conduzem finalmente a seguinte formulacao

forte do problema do meio poroso sdo expressas abaixo:

V- (¢'v 4+ (1= ¢N)y®) =0, emQ] x [to,t/]

! (¢7)?
5

f_ s
5 (vl —¥%)

—f (Vv + (VW)T) = ¢/b =0, emQf x [to,t;] (640)

oy* w(¢)2 T
o= Vo (A-S*)+ JA ¢ - Vop' — ¢°b* — —F

Fof ov! e f Font
ool | -+ (V=) Vv TV

¢ v/ —y*) =0,

em§Yy X [to,ty].

A abordagem adotada neste trabalho utiliza varidveis primarias dos campos fisicos do
problema poroeléstico, na parcela sélida o campo de posi¢des (y*®) e na parcela fluida do dominio

o campo de velocidade (v/) e pressdo (p/) (ie, abordagem y*v/p/).
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E ilustrado na Figura 6.9 uma representacdo da associag¢do das caracteristicas fisicas do

dominio poroso por uma Diagrama de Tonti.

Figura 6.9 — Diagrama de Tonti para uma abordagem de problema poroelastico.
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Fonte: Adaptado de Vuong (2016).

A estratégia utilizada para o acoplamento particionado forte tem sua vantagem atrelada a
modularidade, tendo a construcao dos cddigos computacionais de forma continua e paralela, de
modo a viabilizar e facilitar a devida caracterizacao das fases constituintes do meio poroso de

forma separada.

A sobreposi¢ao dos dominios computacionais € utilizada através de malhas coincidentes,
conforme Figura 6.10, dada uma maior facilidade de implementacdo e problemas atuais em que
se buscou a valida¢cdo da metodologia. De modo a manter os espagos fisicos equivalentes em sua

aproximacdo, adota-se por conveniéncia o elemento finito T6 (quadratico).

6.7.1 Esquema iterativo particionado forte

De acordo com Roux e Garaud (2009b), os métodos de acoplamento particionado forte
sdo procedimentos implicitos devido as iteragdes de correcdo das condi¢des de acoplamento

serem realizadas dentro de um mesmo passo de tempo.

Portanto, esta metodologia é definida como um algoritmo do tipo bloco iterativo, em que

as parcelas da matriz tangente do problema monolitico equivalente a esse tipo de problema sao
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Figura 6.10 — Sobreposi¢do de dominios com malhas sobrepostas.

O/ - Malha do Fluido

Q¢ - Malha do Sélido
Fonte: Elaborado pelo autor.

descartadas. Estas informacdes sdo devidamente apresentadas no trabalho de Bazilevs, Takizawa
e Tezduyar (2013).

Assim, o esquema iterativo utilizado pode ser mais facilmente entendido pela Figura

6.11, que ilustra a estratégia e procedimentos iterativos.

Figura 6.11 — Esquema particionado forte.

Etapas +19
f
1 - p{n ;F(Darcy)tn ".“
2 - (ysvys)tn t+1
. |
3— (ym’ym)tn '." K
1
lellf,
@ ¢

@ Resolve Fluido B Resolve Sélido O Atualiza Malha do Fluido
Fonte: Elaborado pelo autor.

Definem-se portanto as seguintes etapas no processo iterativo:

1. Resolve-se o problema de escoamento do fluido. Calcula-se as pressdes (p/), em
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b
Darcy

seguida o gradiente de pressdo (Vp/) e for¢a de Darcy (F ) a serem aplicadas na fase sélida.

Verifica-se a norma Euclidiana (||e| |{n) da primeira e segunda Equacao (6.40) para a fase fluida;

2. E resolvido o problema da matriz sélida com imposicio das forcas externas totais

!

aplicadas no dominio poroso f..;, 9°Vp/ e F Darey’

obtendo uma nova configuracdo (y;) € a
velocidade do sélido (y7). Verifica-se a norma Euclidiana ||e||; ) terceira Equagdo (6.40) para a

fase sélida;

3. Nesta abordagem com descri¢do ALE do fluido, a posi¢ao da malha € equivalente a

posi¢do (y;" = y;) e velocidade (vj" = y;) do sélido, portanto atualiza-se a malha;

Caso as normas do critério para as fases sejam atendidas, o problema poroeldstico avanca
no tempo (t+1). Caso contrdrio, o ciclo € repetido até a convergéncia, e portanto, na iteracao k+1,
resolve-se o problema de escoamento com uma nova posicdo da malha ALE. Nota-se que para o

calculo da F/

(Darey)tn utiliza-se a velocidade do sélido obtida na dltima iteracgao.

6.7.2 Condicoes de interface entre fases

As condicdes iniciais e de contorno devem ser definidas de modo apropriado para
obter uma descri¢cdo completa do problema. As regides referentes a condi¢do de contorno
material e atual sdo definidas em Dirichlet (D, ), Neumann (N, ) e limite de restricdo de
impermeabilidade (¢, ), ou seja I = T " YTy " UYTS™ e Iy = TP YT YIe™,

Devido as regides de fronteiras de Dirichlet e Neumann de ambas as fases ndo necessitam
ser idénticas, na regido I';’" implica-se a igualdade das componentes normais das velocidades no

caso do escoamento de Darcy, e velocidades idénticas para o escoamento de Darcy-Brinkman:
Darcy: ¢'n-(v/ —y°) =0 x [to, 7], (6.41)
Darcy-Brinkman: v/ —y* =0 x [to,¢ 7l- (6.42)

Para a fase s6lida sao impostos condicdes iniciais de posi¢do e velocidade prescritos,

y* = $5 em €, (6.43)
v* =3, em €, (6.44)
vi =3 em Q,, (6.45)

como, por exemplo, a condi¢do de contorno de Dirichlet mais simples € um campo de posi¢ao
. ~ D - e
prescrito ¥° em uma parte do contorno estrutural I')”® na configuragdo inicial. Bem como

velocidade do fluido prescrita I’f) I

v =35 em I x [to,ty] (6.46)
vl =3[ em TP x [to, 1] (6.47)
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E de alta complexidade definir condi¢des de contorno adequadas para problemas de
meios porosos, pois para cada fase € necessdria sua devida condi¢do de fronteira no dominio.
Por exemplo, uma condi¢ao de Neumann pode ser aplicada no dominio homogeneizado global,

bem como no fluido dos poros no mesmo contorno I'’V:/ em diferentes configuracdes como:
(A-S°)-N =ty emI')* x [to, t/] (6.48)

(07 -n) =t em I x [to, 1] (6.49)

Essas condicdes podem ser combinadas com um limite de tracdo para toda a mistura ou

um limite de Dirichlet na fase sélida.

Em sistemas FSI monoliticos, o multiplicador de Lagrange atua em ambas as equacgdes
de balanco (sélido e fluido) (ver Mayr et al. (2015)). No caso da formulagdo particionada porosa
deste trabalho, o multiplicador de Lagrange atua na fase fluida como restri¢do de incompressibi-
lidade da fase, sendo esse também imposto na fase sélida como condi¢@o de incompressibilidade
da particula, caracterizado no equilibrio de tra¢des nas interfaces. O multiplicador de Lagrange
para o dominio poroso pode ser entendido como a tracdo fluida t/ atuante no limite de restricdo
ry’

6.8 EXEMPLOS DE VERIFICACAO
6.8.1 Geometria do problema de Adensamento dindmico unidimensional

Como primeiro exemplo, foi considerado uma camada porosa de altura inicial (H,) de
10 e se¢do transversal de 1m®, conforme ilustrado na Figura 6.12. Este exemplo foi estudado
por Li, Borja e Regueiro (2004b), Li e Borja (2005) e Goda (2019). Trata-se de um problema
unidimensional, sendo geometricamente construido em 2D em estado plano de deformacao
(EPD).

A superficie superior € perfeitamente drenada e estd submetida a uma tensao instantanea.
Nas fronteiras laterais considera-se posi¢ao horizontal prescrita (y; = ¥;) na fase sélida para
as faces laterais e superficie inferior posi¢do vertical prescrita (y, = y;). Ja no fluido estas
fronteiras sdo consideradas impermedveis. Os parametros materiais assumidos apresentados na
Tabela 3.

A solugao analitica estaciondria para este exemplo em situacdo de compressao simples
geometricamente linear € descrito conforme Equacgdo (6.50).
F(t).Hy
H=———  M.=X+2u (6.50)
M.
em que M, € o médulo de restricado da matriz sélida, A e p sdo as constantes de Lamé para a
matriz s6lida, A = 29 MPae y = 7 MPa.

Utilizou-se uma malha Delaunay, sendo esta apresentada na Figura 6.13 e consta com
188 elementos T6 e 435 nds.
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Figura 6.12 — Esquema da coluna 1D de solo com carregamento no topo.
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Fonte:Elaborado pelo autor

Tabela 3 — Pardmetros materiais da coluna porosa.

Parametros materiais Valores Unidades
Moédulo de Elasticidade (E) 20 [MPa]
Coeficiente de poisson (V) 0,4 -
Densidade do sélido (p*) 2700 [kg/m?]
Densidade do fluido (p/) 1000  [kg/m?]
Permeabilidade isotrépica (k¥) 1078 [m?]
Viscosidade dinidmica (1) 1073 [Pa.s]
Porosidade fluida (¢/) 0,42 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6.13 — Malha Delaunay exemplo poroso 1.

- | R R

Fonte:Elaborado pelo autor.

7

6.8.1.1 Adensamento dinAmico com pulso constante

Para a primeira analise da coluna porosa apresentada na Figura 6.12, considerou-se um
pulso instantneo constante de intensidade F'(t)= 40kN/m? a ser aplicado em todo dominio

poroso, conforme perfil de carregamento da Figura 6.14.
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Figura 6.14 — Perfil de carga instantdnea constante.

F()[N/m?] 4
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ty
Fonte:Elaborado pelo autor.

Utilizou-se um passo de tempo fixo de At = 10735 e raio espectral po, = [0,1;0,5;0, 8].
Os resultados nodais foram analisados no ponto superior da coluna (A). Os deslocamentos
verticais da coluna sdo comparados com a referéncia da literatura de Li e Borja (2005), conforme

apresentado na Figura 6.15.

Figura 6.15 — Deslocamento vertical do ponto A com pulso constante.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Considera-se portanto que para o pulso imposto na superficie do dominio poroso obteve-
se uma resposta satisfatdria para o passo de tempo utilizado, assim como a pequena variagao
pela variacdo do raio espectral das fases. Como a permeabilidade € alta a resposta dindmica se
aproxima rapidamente da resposta estaciondria e portanto, as forgas inerciais das fases geram

pouca influéncia para esse problema.
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O campo de deslocamentos da fase s6lida (matriz) € apresentado na Figura 6.16, de

modo a ilustrar o avanco dos deslocamentos na escala temporal do dominio poroso.

Figura 6.16 — Campo de deslocamento da fase s6lida com p,, = 0, 1.
t=0,1s t=0,2s t=0,3s

0.0e+00
. -0.001
-0.002
I | oo

—-0.004

— -0.005
-0.006
-0.007
-0.008
9.3e03

Fonte:Elaborado pelo autor.

Deslocamento Vertical

A variagio temporal no ponto A para a tensdo de Cauchy do sélido o5 em relagio a p’ é
ilustrada na Figura 6.17, verificando o efeito que a fase s6lida ap6s as dissipagdes das pressoes

do fluido esta sujeita a toda a tensdo imposta na superficie drenante do dominio.

Algumas variagdes espurias de pressdo sdo apresentadas na Figura 6.17 devido a se tratar
de um problema fortemente ndo linear, fazendo com que a estratégia particionada necessite
de uma discretizacdo espacial e temporal adequada para as duas fases. Porém, considera-se as
respostas satisfatorias pelo efeito de qualquer instabilidade ocorrer de maneira similar entre as
fases, demonstrando portanto eficiéncia no desenvolvimento da formulacio apresentada.

Para o ponto A em andlise da malha € vélido a verificagdo das velocidades entre as fases,

!
Darcy*

ambas a fases € exposto na Figura 6.18

dada sua influéncia na F O resultado obtido utilizando o raio espectral p,, = 0,1 para

Conforme apresentado na Figura 6.18, enquanto a velocidade do sélido reduz em fun¢ao
da deformacio do dominio poroso, o fluido reduz sua velocidade pela dissipagdo dissipacao
das pressdes devido a superficie drenante. Para alguns resultados apresentou-se apenas valores

obtidos utilizando o integrador a-generalizado com uso do raio espectral p,, = 0, 1 pois para
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Figura 6.17 — Avango temporal o5 € p/ com p,, = 0, 1 para pulso constante.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Figura 6.18 — Avango temporal de (v*
ponto A.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

outros valores varidveis secunddrias e primérias obteve-se valores equivalentes, com variacao

suave no campo de pressao.
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6.8.1.2 Adensamento dinAmico com pulso cossenoidal

Como segunda variagdo de perfil de carregamento imposto na superficie da coluna 1D,
aplicou-se um pulso cossenoidal de compressdo confinada (w = 50rad/s) conforme ilustrado na
Figura 6.19. Os resultados foram comparados aos obtidos por Goda (2019), que apresentou a
resposta analitica para o caso analisado (ver solucdo analitica completa (BOER; EHLERS; LIU,
1993)).

Figura 6.19 — Perfil de carga instantanea cossenoidal.
A

F(t)[N/m?] f(t) =292 (1 — cos(w.t))

40000 (A

Fonte:Elaborado pelo autor.

Utilizou-se os mesmos valores de At e p.,, da pulso constante da Se¢do 6.8.1.1, as-
sim como a andlise no ponto nodal (A). Portanto, os deslocamentos verticais da coluna sao

comparados com a referéncia da literatura, conforme apresentado na Figura 6.20.

Todos as simula¢gdes produziram resultados com aproximagdes convergentes para o
campo de deslocamento do sélido, partindo da solucdo de referéncia analitica no topo da coluna.

Ilustra-se portanto na Figura 6.21.

Percebe-se que o perfil de pressdo (p/) tem a tendéncia de se dissipar ao longo do tempo,
até encontrar seu valor nulo. Nesse contexto, a tensido efetiva (o3) tem seu efeito de achatar
a curva, de modo a convergir ao valor de tensdo maxima aplicada de 40 kN/m?. Ao longo do

tempo a tensdo total (o3 — p’) se eleva em intensidade.

Do mesmo que foi apresentado para o pulso constante, foi verificado as velocidades no

ponto A para as fases, conforme ilustrado na Figura 6.23.

De acordo com a Figura 6.23, enquanto o fluido perde pressdao devido a superficie
drenante no topo, sua velocidade também se reduz na escala temporal. No caso da velocidade do
sOlido, esta também € dissipada na escala temporal, enquanto a matriz sélida do dominio poroso
¢ comprimida. Como em intensidade as duas velocidades das fases sdo diferentes, gera-se no

dominio uma for¢a de Darcy (Féarcy)

Por se tratar de um problema de propagacao de onda, como o caso do pulso constante,
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Figura 6.20 — Deslocamento vertical do ponto A com pulso cossenoidal.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Figura 6.21 — Campo de deslocamento da fase sélida com p., = 0, 1 para pulso cossenoidal.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Deslocamento vertical

utilizou-se o pulso cossenoidal nesta mesma coluna porosa de modo a validar a formulagao

alternativa particionada para casos 1D com resultados presentes na literatura, assim como
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Figura 6.22 — Avango temporal de o e p/ com p,, = 0, 1 para pulso cossenoidal.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

yv*) e a v/ com p,, = 0, 1 para pulso cossenoidal no

Figura 6.23 — Avanco temporal de (v*

ponto A.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

verificar a devida implementagdo das varidveis primdrias considerando porosidade constante.
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6.8.2 Problema bidimensional de propagacao de onda em meio poroso saturado

Neste segundo exemplo, € analisado para um problema de propagacao de ondas em um
dominio poroso simétrico bidimensional devido a uma carga dindmica submetida em seu topo.
Este problema foi apresentado inicialmente por Breuer (1999) e posteriormente estudado por
Markert, Heider e Ehlers (2010) e Menon e Song (2021), tomados como base para comparacao

quanto aos resultados numéricos.

E apresentado na Figura 6.24 a geometria do problema, assim como suas condicdes
de contorno. Para a fase fluida drenante em seu topo (p/ = 0) e e nas demais superficies
consideradas impermeadveis. Ja para a fase sélida (matriz) € devidamente ilustrado as condi¢des

de contorno aplicadas.

Para o dominio do problema discretizou-se com o uso de de duas malhas Delaunay de
elementos T6 para ambas as fases, a malha 1 (ML1) com 2208 elementos e 4541 noés. Ja para
a segunda malha (ML2) o niumero de elementos e nds sdo, 3326 e 6805, respectivamente. As
malhas de ML1 e ML2 sdo apresentas na Figura 6.25, item a) e b), nesta ordem. E considerado

EPD e os parametros do material sdo apresentados na Tabela 4.

Tabela 4 — Pardmetros materiais do dominio 2D poroso.

Parametros materiais Valores Unidades
Moédulo de Elasticidade (E) 14,6 [MPa]
Coeficiente de poisson (1) 0,3 -
Densidade do sélido (p*) 2000  [kg/m?]
Densidade do fluido (p) 1000  [kg/m?]
Permeabilidade isotrépica (kf) 107 [m?]
Viscosidade dinimica (u/) 1073 [Pa.s]
Porosidade fluida (¢7) 0,33 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

O dominio das fases sdo prescritos com tensao efetiva inicial e pressdo nulas, conforme
informado por Breuer (1999). A carga dindmica € aplicada como um unico pulso senoidal de

acordo com Markert, Heider e Ehlers (2010), caracterizado na Figura 6.26.

Nas Figuras 6.27, 6.28, 6.29 6.30, sdo apresentados figuras dos campos de deslocamento
do sdlido horizontal, vertical, magnitude dos deslocamentos || u® ||= /(u$)? + (u3)? e as pres-
soes da fase fluida no poro, demonstrando de forma visual a propaga¢do de ondas bidimensionais

no dominio poroso saturado e a dissipagdo da pressao.

Dado o perfil de carga aplicado no problema, a energia de deformacao dissipa-se lenta-

mente a medida que a onda se desloca pelo dominio do problema.

Para este exemplo em especifico, dado sua geometria e pulso aplicado, segundo Biot
(1956d) esperava-se trés tipos de ondas diferentes a serem propagadas. Duas destas ondas sdo:

P2-wave (onda de Biot de 2° tipo) e S-wave, geradas no dominio poroso referentes a uma onda
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Figura 6.24 — Esquema de problema 2D de solo com carregamento no topo.

128

S

N

10 m

Fperme(imel

10 m

10 m

w w w w
2 3z 2

N

Qe ®a®a®q®q®q®q®ee
09V090050050050050050050050040
Qe ®a®a®q®q®q®q®e®e
0eV0g005005005005005005005004 0
®Q®Qa®q®a®qa®q®q®q®e’e
0909009005005 0050050050050040
Qe ®q®a®qa®q®q®q®q e
0909005005005 0050050050050040
Qe ®a®a®q®q®q®q®ee
09V000900500500500500500500450
Qe ®a®a®a®q®q®q®q®ee
000005005005 0050050050050040
®Q®Qa®q®qa®qa®q®q®q®q’e
0909009005005 0050050050050040
Qe ®q®qa®qa®qa®q®q®q®q e
0eV¥0a0050050050050050050050040
Qe ®a®a®q®q®q®q®ee
09V000900500500500500500500450
Qe ®a®a®a®q®q®q®q®ee
000005005005 0050050050050040
Qe ®Q®qa®q®q®q®q®e®e
a8 a8 a8

mm 50V800000050050050850860050040

s = &=  _ = /"\s" ——72

R
<

N

R

R

N

N

R

I m e e

u

W

R
<

R
g
&

Fpermen’.vel

B (8,38)

A (5,10)

m

R

g

&

g

g

g

R
R
R

[ »

X9

4

)

C

(

Fonte:Elaborado pelo autor.



6.8 EXEMPLOS DE VERIFICACAO 129

Figura 6.25 — Malhas Delaunay.

-

a) ML1

b) ML2

Fonte:Elaborado pelo autor.

Figura 6.26 — Perfil de carga instantianea senoidal em problema 2D.

F(t)[N/m?] 4
F(t) = 100000(sen(257 - t))

100000 |-+

0,04 0,2 t[s

Fonte:Elaborado pelo autor.

de pressdo lenta e outra de cisalhamento transversal, respectivamente. Na superficie porosa
esperada-se a chamada onda de Rayleigh (R-wave), onda de superficie eldstica caracterizada por

um movimento eliptico de particulas em planos normais a superficie e paralelos a direcao da
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Figura 6.27 — Campo de deslocamentos horizontais da matriz sélida (ML1 - p,, = 0, 6).

t =0,05s t=20,1s
t=015s t=0,2s
15903 00012 0001 -00008 00006 -0.0004 -0.0002 0 00002 00004 0O0OD6 00008 0001 00012 1.5¢03
U—l essssssm———— ' osieess—

Fonte:Elaborado pelo autor.

Figura 6.28 — Campo de deslocamentos verticais da matriz s6lida (MLI1 - p,, = 0, 6).

t =20,05s t=20,1s
t=20,15s t=0,2s
-3.5e03 -0.003 -0.0025 -0.002 -0.0015 -0.001 -0.0005 o] 0.0005 1.0e-03
U  'eeesesssssseects ! T e— |7

Fonte:Elaborado pelo autor.

propagacdo da onda, efeito este chamado de ground-rolling, ocorrente em situacdes sismicas

moderadas ou elevadas, gerando o efeito de "rolamento suave"do solo.
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Figura 6.29 — Campo de magnitude de deslocamentos da matriz s6lida (ML1 - p,, = 0, 6).

t =0,05s t=20,1s
t=0,2s
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Figura 6.30 — Campo de pressao fluida nos poros (MLI - p, = 0, 6).

p! (Pa)

40403

t =0,05s p! (Pa) t=20,1s

t=0,15s t=20,2s

Fonte:Elaborado pelo autor.

Destaca-se que pela presente formulacdo com materiais de constituintes incompressiveis
uma onda longitudinal rdpida e fracamente amortecida chamada de P/-wave (onda de Biot de 1°
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tipo) tem sua velocidade tedrica tendendo ao infinito.

No ponto A informado na Figura 6.24 verifica-se a solu¢ao para deslocamentos da matriz
e no ponto B para a pressdao no dominio do fluido. Nesse exemplo, avaliou-se o amortecimento
numérico gerado pelo uso do integrador temporal a-generalizado e a influéncia do passo de

tempo para a solugdo particionada.

Ilustra-se na Figura 6.31 o amortecimento gerado pela raio espectral (p.). A diferenca
entre os resultados obtidos para os deslocamentos nodais na matriz sélida entre ML1 e ML2 foi

baixo, e, portanto, plotou-se apenas os resultados obtidos com a malha mais discretizada (ML2).

Figura 6.31 — Relagdo entre deslocamentos para a matriz sélida no ponto A.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Como € possivel notar com a Figura 6.31, para ML2 a variacdo no raio espectral no
mesmo passo de tempo teve pouca dissipagdo numérica ao se comparar com a solu¢do uvp

monolitica implicita (MI) com 3200 elementos e aproximagao QL, se aproximando de forma
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adequada com essa formulacdo de Markert, Heider e Ehlers (2010), considerada pela referéncia

a mais eficiente. A abordagem uvp Semi-Explicita-Implicita com 840 elementos QL (SEI1) e
3360 QL (SEI2) foram apresentadas para mostrar a eficiéncia da presente formulagao desse

trabalho. odos os resultados apresentados de Markert, Heider e Ehlers (2010) estdo associados
ao passo de tempo de At = 10735,

Segundo Markert, Heider e Ehlers (2010) a aproximacgdo de igual ordem para as fases
ndo exige nenhuma estabilizac¢do para a solucdo monolitica para o caso de permeabilidade alta.
Portanto conclui-se que para a solucao particionada também nao ha necessidade de nenhum tipo
de estabilizacdo adicional pela aproximacao igual das fases, neste exemplo. No fluido problemas

com o uso de aproximagdes de mesma ordem para o campo de velocidade e pressao foram

contornadas com uso o uso da técnica PSPG.

Ap6s a andlise dos deslocamentos no ponto A, verifica-se a pressdo do fluido no ponto B,

sendo esta apresentada na Figura 6.32. Por se tratar de uma malha Delaunay, os pontos da malha
ndo seguem um padrdo Unico e portanto, por simplicidade captou-se as pressoes interpolados
entre os pontos mais proximo das coordenadas do ponto B. A diferenca de pressao no ponto

analisado foi baixo entre as malhas e, portanto, adotou-se mostrar apenas os resultados com
ML2.
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Figura 6.32 — Avanco temporal da pressdo (p/) no ponto B.
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As pressdes comparadas nas mesmas malhas apresentam boa convergéncia entre si,
para os diferentes raios espectrais. As divergéncias captadas ocorreram entre as malhas. Foi
considerado o termo convectivo e difusivo na formulagdo da fase fluida, mesmo pela baixa
influéncia pra baixas velocidades e a norma euclidiana do erro desta fase foi fixada com a

tolerancia de 1079,

Verifica-se que para ML1 e ML2 com uso de p,, =0,8, devido a altas frequéncias no
inicio da escala temporal, estes ndo conseguem dissipa-las de forma completa, diferente do que é

possivel verificar com uso de um raio espectral menor.

Foi analisado as velocidades nodais no ponto B entre as fases, e resultados comparados
nas Figuras 6.33 e 6.34.

Figura 6.33 — Velocidades na direcao 1 para as fases no ponto B.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Ao analisar as Figuras 6.33 e 6.34, as velocidades das fases tem intensidades proximas

b
Darcy

das fases com intensidades proximas mas com sentido diferente.

com mesmo sentido, o termo F se torna pequeno, ao se comprar com um caso de velocidades

A solugdo tomada como referéncia tem como principio uma solu¢do monolitica, di-
ferentemente da abordada neste trabalho. Neste contexto, considera-se os resultados obtidos

satisfatorios pela representatividade dos campos analisados com a formulac¢do adaptada proposta.
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Figura 6.34 — Velocidades na direcao 2 para as fases no ponto B.
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6.9 EXEMPLO PROPOSTO

6.9.1 Filtro bidimensional poroso saturado

Este exemplo € proposto pelo autor deste trabalho e tem por finalidade a verificacao da
formulagdo com o modelo de Saint Venant—Kirchhoff da fase sélida, utilizada na formulagao

adaptada (y*v/p’) com particulas das fases consideradas incompressiveis para o modelo poroso
saturado.

Trata-se de um canal fechado em terno do eixo x; com um filtro polimérico esbelto e
saturado em seu interior. A geometria do problema € apresentada na Figura 6.35.

No item a) da Figura 6.35 € ilustrado o modelo completo do problema analisado, no item
b) a sua situagdo em 2D com as propriedades geométricas € em c) o modelo homogeneizado
com suas condi¢des de contorno de Dirichlet € Neumann impostas nas superficies das fases

para construcao de um modelo representativo poroso no dominio do filtro e fluido fora da regidao
delimitada.

Como o intuito de resolver o problema das duas fases com a mesma malhas, adotou-se
uma técnica de suavizagdo de malha na regido fora do filtro para o problema sélido, considerando

uma baixa rigidez (E = 1 Pa), sem efeito da densidade na regido e nds fixos no looping iterativo
de Newton-Raphson para um passo de tempo n qualquer.

135
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Figura 6.35 — Esquema de canal com filtro com esbelto.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Antes das fases avangarem no tempo, resolve-se com a técnica de NR um problema
estatico da fase sélida, com a imposic@o de nova posi¢ao para os nés do filtro obtidos dentro do
looping do passo de tempo e os nds da regido fora do filtro sdo liberados (livres), de modo que a
malha da regido irreal do sélido avance no tempo juntamente ao movimento da malha do filtro
real [0.4975, 0.5025] de forma suavizada.

Para a discretizagdo do dominio do problema adotou-se uma malha com triangulagdo de
Delaunay com 3042 elementos T6 e 6323 n6s para ambas as fases. A malha de elementos finitos

¢ apresenta na Figura 6.36.

E considerado estado plano de deformagio (EPD) e os pardmetros materiais do filtro

polimérico e do fluido considerado sdo apresentados na Tabela 5.
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Figura 6.36 — Malha Delaunay para canal com filtro polimérico.

Tabela 5 — Parametros materiais do canal 2D com filtro poroso.

Parametros materiais Valores Unidades
Moédulo de Elasticidade (E) 2,5 [GPa]
Coeficiente de poisson (1) 0,3 -
Densidade do sélido (p*) 920 [kg/m?]
Densidade do fluido (p/) 1000  [kg/m?]
Permeabilidade isotrépica (k) 5.107'2 [m?]
Viscosidade dindmica (1) 1073 [Pa.s]
Porosidade fluida (¢/) 0.1 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizou-se um passo de tempo fixo de At = 10~%s e raio espectral p,, = 0, 5. Foram

analisados os resultados nodais dos pontos A e B, denotados na Figura 6.35.

Nesse exemplo as transferéncias de forgas para a fase sélida ocorrem devido ao gradiente

de pressdo gerado na regido do filtro (V(1 — ¢/)p/), juntamente as forcas de Darcy (F’;arcy).

Por se tratar de um problema bidirecional particionado que requer mais iteracdes que a
técnica monolitica, foi considerado nos primeiros 30 passos de tempo que o filtro encontra-se
fixo no espago, de modo a obter o perfil estacionério de pressdes no dominio do fluido e por

consequéncia um gradiente de pressdes mais bem definido inicialmente.

Nesse contexto, é apresentado na Figura 6.37 o campo de pressio (p/) estacionério no

dominio do fluido no instante t = 0,0025 segundos.

Figura 6.37 — Campo de pressdo (p’) em regime estacionario (t = 0,0025 seg).
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Seccionando a linha média da se¢do transversal do canal conforme ilustrado na Figura
6.35. b), é apresentado na Figura 6.39 a pressao do fluido ao longo do canal, assim como o

gradiente gerado na regido porosa no instante t = 0,0025 seg.
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Figura 6.38 — Pressdo (p/) em regime estaciondrio ao longo do canal (t = 0,0025 seg).

110000 . . . .

100000 P H

90000 -

80000 n

70000 - .

60000 - -

50000 - .

Pressdo (N/m3)

40000 .

30000 I

20000 —

10000 n

0 | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eixo horizontal

Fonte:Elaborado pelo autor.

Conforme apresentado na Figura 6.39, na superficie porosa 4 esquerda (x; = 0.4975) a
pressdo € de intensidade 10° e a direita é aproximadamente zero. Desta forma um gradiente de
pressdo € gerado ao longo do dominio poroso, segundo a dire¢do do fluxo, condigdes geométricas

e fisicas.

Ap06s os 30 primeiros passos de tempo, a regido do filtro € liberada para deslocar-se.
Dado as forgas aplicadas na regido porosa, o filtro movimenta-se até encontrar sua posicao de
equilibrio estacionario com deslocamento final uma intensidade de 5,4.10~* metros. Os campos
de deslocamentos horizontais e verticais do filtro juntamente a regido do sélido irreal (u”"™) sdo

ilustrados nas Figuras 6.39 e 6.40.

Figura 6.39 — Campo de deslocamento horizontal (uj) do sélido e malha (u}*) Lagrangiana.
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Fonte:Elaborado pelo autor.
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Figura 6.40 — Campo de deslocamento vertical (u3) do sélido e malha (uj’) Lagrangiana.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Seguindo a metodologia aplicada nesse exemplo, de filtro inicialmente inerte, os desloca-

mentos horizontais do filtro no ponto A ao longo sdo apresentados na Figura 6.41 .

Figura 6.41 — Deslocamento horizontal (uj) do ponto A do filtro.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

Dada a consideracdo das forcas inerciais das fases, o filtro tem sua amplitude superior
ao seu deslocamento estético obtido a posteriori na escala do tempo, recebendo este o efeito de

amortecimento devido as forcas de Darcy, como pode observar nos resultados apresentados na
Figura 6.41.

Ao longo do tempo de andlise verificou-se a intensidade das pressdes nos pontos A e B,

antes e depois do filtro se movimentar. As pressdes nodais destes pontos sdo apresentadas na

Figura 6.42.
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Figura 6.42 — Avango temporal da pressio (p/) nos pontos A e B.
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Fonte:Elaborado pelo autor.

De acordo com os resultados de pressdo apresentados na Figura 6.42, antes do filtro se
movimentar, as pressdes do canal oscilam nos primeiros passos de tempo devido as forgas inerci-
ais do problema e regido porosa considerada no meio do canal, obtendo resultados estaciondrios

no campo de pressdo no instante de tempo t = 0,0025 seg.

Enquanto o filtro se movimenta observa-se uma oscilacdo das pressdes nas superficies do
dominio poroso. Com o filtro pseudo estacionério, o campo de pressdo apds o tempo t = 0,0075
seg tornam-se instaveis, invertendo os gradientes de pressao ao longo do tempo, sem influenciar

na configuracdo do global do filtro obtida.

De modo a contemplar as forcas de Darcy, as velocidades nodais das fases para o ponto

A s@o apresentas na Figura 6.43.

Conforme denotado na Figura 6.43, devido das condi¢des de entrada para o canal, o
campo de velocidade horizontal do fluido € a mesma da entrada. No filtro, a velocidade do sélido
tem seu comprimento de onda reduzido e amplitude amortecida. Apds o instante t = 0,0075 seg

vi tem seu carater oscilatério bem definido, se aproximando de zero.

A geometria do filtro foi definida para obter deslocamentos significativos, evidenciando
deflexdes substanciais, e, portanto caracterizando o chamado efeito de membrada observado em

estruturas esbeltas com deslocamentos na ordem de 10% da espessura.
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Figura 6.43 — Avanco temporal de (v® = y*™) e a v/ com p,, = 0,5 no ponto A do filtro
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Fonte:Elaborado pelo autor.
6.10 CONCLUSAO DO CAPITULO

Neste capitulo final foram apresentadas a formulagdo para equacdes de balango das
fases pela técnica de homogeneizagdo e definicdo de tensdo efetiva de Terzaghi. Uma discussao
resumida sobre a técnica particionada utilizada na presente formulacdo e sobre as caracteris-
ticas do dominio poroso em micro € macro escala, assim como defini¢des importantes sobre
transferéncias de forgas, permeabilidade e condi¢Ges de contorno. Vale ressaltar que a técnica de

estabiliza¢ao LSIC nao foi considerada em nenhum exemplo deste trabalho.

As aplicagdes numéricas foram destinadas a simulacdo do comportamento mecéanico da
matriz porosa e das pressoes do fluido pela consideracao das fases materialmente incompressiveis,
assim como pela simplificacdo de porosidade constante no dominio para casos de pequenas

deformacgdes. A priori um caso 1D com permeabilidade alta serviu como base para validacdo da
formulagdo apresentada.

Em seguida, um exemplo 2D de propaga¢do de onda em dominio poro eldstico dindmico
saturado foi simulado, de modo a demonstrar a eficiéncia e robustez na ferramenta numeérica

desenvolvida, representando o comportamento eliptico em deslocamentos do ponto superior do
dominio poroso analisado.

Por fim, foi proposto um exemplo bidimensional considerando o escoamento de um
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fluido através de um canal com um filtro polimérico em seu interior. Este problema teve por
finalizada contemplar um exemplo com filtro poroeldstico submetido as for¢as provenientes
da fase fluida de forma unica, associacdo entre equagdes de Navier-Stokes fora da regiao do
filtro (ie, sem parcela de Darcy) e de Darcy (regido porosa com baixo nimero de Reynolds) e

apresentar a eficiéncia da formula¢do apresentada.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentado uma abordagem computacional associado aos problemas
dos meios porosos bifdsicos saturados para andlise transiente ndo linear com materiais consti-
tuintes materialmente incompressiveis. As equagdes que regem a mistura solo-fluido porosos
consistem nas leis de conservacdo da quantidade de movimento e de massa de cada fase da
mistura e separadamente, desconsiderando quaisquer gradientes de porosidade ou atualizacdo da
porosidade no tempo.

Os problemas gerais na mecanica dos sélidos e fluidos sdo apresentadas em capitulos
distintos de forma gradativa de modo a instruir ao leitor a devida associacao dos problemas
fisicos e suas interagdes na micro e macroescala, sendo o problema sélido desenvolvido pela
formulacdo posicional do Método dos Elementos Finitos em descri¢do Lagrangiana Total,
que considera naturalmente os efeitos da ndo linearidade geométrica. J4 o fluido a partir da
formulagdo variacional utilizando o método de Petrov-Galerkin e elementos finitos estabilizados

em descri¢do ALE para as equagdes de Navier-Stokes-Brinkman.

Inicialmente, é apresentado uma formulagdo baseada em posi¢des para o método dos
elementos finitos, sendo construido um algoritmo em regime transiente utilizando os integradores
temporais de Newmark e a-Generalizado. Exemplos pertinentes da literatura foram utilizados
como base para validacdo do presente algoritmo, no que se obteve boa concordancia para todos

os testes apresentados.

A posteriori, apresentou-se as equacdes de Navier-Stokes-Brinkman para fluido newtoni-
ano incompressivel, assim como as estabilizacdes utilizadas desenvolvidas com base nas técnicas
PSPG, SUPG e LSIC (ver Capitulo 5) e sistematizacdo para integrador temporal c-Generalizado

na mecanica dos fluidos.

Em seguida, no Capitulo 6 foi desenvolvido o equacionamento e sistematizagdo da
abordagem utilizada para o modelo bifésico saturado, seguindo a mesma notagdo até o presente
momento utilizada. A matriz s6lida € descrita pela lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff,

permitindo uma representacao de modelos de pequenas e moderadas deformagdes.

O acoplamento entre as fases € considerado bidirecional e utilizado uma abordagem
particionada forte do tipo Dirichlet-Neumann de todos os pontos do dominio poroso. A dis-
cretizacao no espaco para os problemas fisicos foram utilizados elementos quadréticos (T6), e
posteriormente no tempo a discretizagdo foi efetuada por meio do integrador temporal implicito

a-Generalizado seguindo sua devida metodologia.

A partir disso, a formulacao porosa proposta baseada na Teoria das Misturas e fracdo
volumétrica foi utilizada para simular problemas de propagacao de onda 1D e 2D como validag¢ao

e posteriormente para constru¢ao de um modelo completo para um filtro presente em um canal
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fechado.

Portanto, a flexibilidade da estratégia apresentada foi verificada através de problemas
multi-campo, sendo atestada por meio de diferentes aplicacdes. O primeiro exemplo trata-se de
um problema unidimensional submetido a dois tipos de pulsos, um constante e um co-senoidal,

sendo comparados com solucao analitica e numérica embasada em referéncias da literatura.

Para o primeiro exemplo, com pulso constante, o campo de deslocamentos convergiu ao
resultado numérico da referéncia utilizando a formulacao us—pf , € no campo de tensoes, estas
tiveram carater levemente oscilatério inicial devido as pressdes do fluido que sdo influenciadas
pela escolha do raio espectral, em que houve uma devida ilustragdo da dissipacdo das pressoes e,
em contrapartida o crescimento da tensdo total na direcdo vertical do dominio poroso, ou seja, o

efeito do adensamento.

Ja para o pulso co-senoidal, os deslocamentos da matriz sao pouco influenciados pela
escolha do raio espectral e convergiram bem com o resultado analitico de BOER, EHLERS
e LIU (1993). J4 o campo de pressao sofre oscilagdes para valores altos de raio espectral. A
tensdo total na base do problema tem carater crescente, a medida que as pressoes sdo dissipadas,

evidenciando uma devida construcao do modelo bifésico.

O segundo exemplo refere-se a um problema de propagacdo de ondas bidimensional, em
que duas malhas foram analisadas e diferentes raios espectral e passos de tempo utilizados. O
campo de deslocamentos obtiveram resultados aceitdveis ao se comparar com Markert, Heider e
Ehlers (2010) com sua versdo monolitica u-v/-p/ para com um integrador temporal implicito-
explicito (IE) que induz dissipacdo numérica no modelo, ao ilustrar o movimento eliptico
esperado. A pressao nodal analisada foi influenciada diretamente pela malha, passo de tempo e

raio espectral, se aproximando do resultado numérico da referéncia.

Para o exemplo do canal fechado com filtro polimérico, demonstrou-se o efeito de
membrana da regido porosa, sendo este inserido em uma regido de fluido definido a partir das
Equacoes de Navier-Stokes, ou seja, possibilitando efeitos significativos dos termos convectivos €
difusivos fora da regido porosa devido a movimentagao do filtro principalmente. Particularmente,
este modelo apresentado ilustra de forma satisfatéria um problema de Intera¢do Fluido-Estrutura
(IFE) na mecanica dos meio porosos em macroescala, sem a necessidade e uso de um modelo
de contato para controle de condi¢des de penetrabilidade das fases que seriam necessarios em

mesoescala.

Em conclusio, a partir dos casos de teste abordados, é comprovado a precisao, robustez
e estabilidade do algoritmo particionado apresentado para situagdes com intermedidria e elevada
permeabilidade. Além disso, o integrador temporal utilizado introduz dissipa¢do numérica em
altas frequéncias, ou seja, um amortecimento numérico induzido, preservando a convergéncia de
segunda ordem dos problemas fisicos devido a dificuldade de se tratar com o fluxo transitério

nos poros e presenca de forcas inerciais.
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A estratégia particionada torna a metodologia instavel, dependente da porosidade, perme-
abilidade, discretizacdo espacial e temporal, que por consequéncia afeta o nimero de iteracdes é

significativamente.

A principal contribui¢do deste trabalho atrelados aos problemas de meios porosos e
mecanica computacional € uma formulagcdo adaptada baseada em posi¢des para a matriz sélida
do dominio poroso, chamada, portanto, de y*v/p/ e um esquema de solucio particionada para o

acoplamento completo das varidveis de campo.

Outra contribui¢@o consiste na abordagem particionada dos problemas fisicos, facilitando
um equacionamento poroso de cada fase e defini¢do explicita de cada lei constitutiva de cada
material separadamente, de modo a facilitar a implementac¢@o e proporciona uma grande flexibi-
lidade de problemas. Isto é conveniente em especial para aplicacdes vinculadas a biomecanica,
pelas diferentes leis constitutivas ndo lineares a esta drea vinculada. Esta metodologia também
permite o acoplamento de volumes ndo coincidentes entre o problema fluido poroso e a matriz

sélida, que foi o caso do exemplo do filtro em um canal fechado.

As etapas e métodos empregados para alcancar os objetivos propostos neste trabalho
permitiram também contribui¢des relevantes ao estado da arte, assim como um devido direciona-

mento para continuidade para esta linha de pesquisa.

7.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A partir dos avangos obtidos ao longo deste trabalho, diversos pontos importantes foram
abordados referentes as consideragdes do modelo proposto. Dada a vasta gama de assuntos
pertinentes associados a mecanica dos meios porosos sdo abordados alguns tépicos de grande
interesse dos autores que ainda podem ser explorados e desenvolvidos seguindo a metodologia

aqui presente.

1. Malhas nao coincidentes e elementos finitos com aproximacoées distintas entre

fases

Como ja apresentado anteriormente, a constru¢ao do algoritmo utilizado neste trabalho
na mecanica dos fluidos segue uma abordagem estabilizada dos elementos finitos, permitindo
aproximacoes de igual ordem das varidveis primdrias, contornando problemas associados ao a

condi¢cdo Ladyschenskaja-Babuska-Brezzi (LBB) (ver Secdo 5.5).

Porém, como encontrado de forma constante na literatura e apresentado por diversos
autores como Markert, Heider e Ehlers (2010) e Menon e Song (2021), a combinac¢do de
elementos finitos do tipo T6-T3, para a fase sélida e fluida, respectivamente, apresentam melhor

ordem de convergéncia para uma estratégia monolitica.

Portanto, considera-se que uma adequacgdo da presente abordagem particionada para

construcao da malha de elementos finitos no dominio porosos saturado utilizando tais aproxima-



146 Capitulo 7 CONCLUSAO

coes (T6-T3) é de grande valia, dado o grande ndmero de iteracdes necessdrias para alcancar a
convergéncia global. Assim como o nimero muitas vezes inferior requerente para a discretizagdo
da fase sélida em relacdo ao fluido, reduzindo portanto o tamanho do sistema com o uso de

malhas ndo coincidentes.
2. Porosidade variavel no espaco e no tempo

A presente metodologia apresentada desconsiderou quaisquer alteracdes significativas de
porosidade no espago e no tempo, e portanto, reduzindo diretamente o nimero de problemas

existentes a serem resolvidos com essa abordagem, ndo utilizando esta de forma generalizada.

Neste contexto, desafio das alteracdes da porosidade estdo atreladas ao comportamento
transitério do material a medida que a matriz sélida se deforma pela expulsao do fluido, e por

consequéncia, dissipacdo das pressdes regido por uma percolacdo transitéria nos poros abertos.

Assim, € possivel descrever a variacao da porosidade no espago a partir de sua correlacio
com a deformacgdo volumétrica do dominio poroso como um todo. Recomenda-se a leitura de
Coussy (2004) para o entendimento da construgdo das equagdes gerais e os trabalhos de Vuong,
Yoshihara e Wall (2015) e Vuong (2016), pois apresentam uma metodologia adequada para

consideragdo da porosidade como varidveis primdria ou secunddria no problema.
3. Modelos constitutivos

O modelo constitutivo utilizado neste trabalho € o de Saint-Venant-Kirchhoff elastico nao
linear geométrico, sendo adequado para materiais com pequenas e moderadas deformagdes. No
entanto, fica-se restinguido a tais problemas, tornando-se ineficiente para casos mais complexos

como o de grandes deformagdes.

Uma trativa eficiente € a consideracao de outros modelos constitutivos presentes na
literatura, como os modelos hipereldsticos: Mooney-Rivlin, atrelado ao comportamento de
borracha e derivados (ver Mooney (1940) e Rivlin e Saunders (1951); Neo-Hookeano, caso
particular de Mooney-Rivlin e modelo mais simples dentre os hipereldsticos, este foi proposto

por Treloar (1975); Ogden, baseado nos invariantes ( ver Ogden (1972)), dentre outros modelos.

Estes modelos fenomenolégicos, baseados no comportamento obtido por ensaios ex-
perimentais, tornam possivel a caracterizacdo de materiais em grandes deformagdes, cada um
com sua peculiaridades e aplicabilidade, permitindo que uma grande variacdo de porosidade no

dominio poroso seja contemplada.
4. Formulac¢ao para particula s6lida materialmente compressivel

A presente formulacdo foi desenvolvida considerando as duas fases constituintes do
modelo bifdsicos como materialmente incompressiveis, possibilitando a ndo consideracao de

variagOes significativas de porosidade no tempo e espaco para os exemplos apresentados.

Um desenvolvimento possivel é a expansdao da metodologia apresentada para consi-

deracdo da matriz s6lida compressivel, sendo esta possivel com a devida caracterizacdao do
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comportamento do material analisado experimentalmente a partir do coeficiente de Biot ().

Do ponto de vista computacional, tal alteracdo ndo se considera significativamente
complexa, devido a apresentacdo do termo de incompressibilidade das fases aplicado na matriz
(aV p’), podendo portanto ser sobrepujado pelo ;. No entanto, ressalta-se que o coeficiente de
Biot em alguns casos pode ndo ser constante, e dessa indica-se uma leitura aprofundada sobre

consideragdes a serem realizadas para uso de tal coeficiente, por exemplo Coussy (2004).
5. Técnicas de estabiliza¢ao para baixa permeabilidade

Seja na ambito da poro elasticidade ou no campo de escoamento em meios porosos,
a permeabilidade influ€ncia significativamente nos termos presentes das equacoes de balanco

apresentadas.

Portanto, existe uma dificuldade computacional atrelada ao uso deste parametro em casos
de baixa permeabilidade, pois este torna-se significativamente grande em relacdo aos demais. O
leitor é remetido aos trabalhos Masud e Hughes (2002), Badia, Quaini e Quarteroni (2009) e
Badia e Codina (2010) para algumas das técnicas de estabilizagdo para escoamento em meios

pOrosos.

No mais, pontua-se duas técnicas pertinentes possiveis a serem adotas na metodologia
deste trabalho, sdo elas: Estabilizacao variacional devido a termo reativo baseado em residuos,
seguindo 0 mesmo conceito aplicado ao termo PSPG, sendo este adicionado a parcela de fluxo
de Darcy; e a estabilizacdo de Biot, sendo um termo que se torna relevando para permeabilidades

baixas e efeitos dindmicos no modelo, sendo introduzido na parcela da mistura.

De acordo com Vuong (2016), para derivada temporal da porosidade na equacao da
continuidade da fase fluida sendo diferente de zero e permeabilidade baixa, podem ocorrer
oscilacdo esptrias (ndo fisicas) de tensdo e pressdo, e portanto precisariam de de um termo
de estabilizacdo especifico incluido no balan¢o de massa da fase fluida (ver Badia, Quaini e
Quarteroni (2009)).

6. Técnica de contato com multiplicadores de Lagrange

Diversos exemplos do cotidiano estdo atrelado a mecanica do contato, associados a
interacdo entre superficie de diferentes materiais. Na literatura sdo apresentadas formulagdes
para caracterizacdo do comportamento dos materiais em tais situacdes, podendo citar o a técnica

dos multiplicadores de Lagrange como a mais dissipada na literatura.

A metodologia da técnica é baseada em introducdo de um novo grau de liberdade ()
ao sistema, considerando a ndo penetrabilidade entre materiais. Esta nova varidvel do sistema

refere-se a forca necessdria entre a superficie dos materiais estejam em situacao de interagdo.

Algumas das estratégias para deteccdo do contato sdo: né-a-nd, né-a-segmento, segmento-
a-segmento, para o caso 2D. A abordagem né-a-segmento € bem apresenta no trabalho de
Carvalho, Coda e Sanches (2020).
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Portanto, o devido desenvolvimento computacional da técnica de multiplicadores de
Lagrange permite a solucdo de alguns problemas associado a interacao entre estruturas e interagao
fluido-estrutura (IFE), associando a estes a interac@o entre estruturas porosas saturadas, tendo

grande valia a problemas de biomecénica, por exemplo.

Assim, considera-se que esta sugestao, assim como as demais, tem sua devida dificuldade
de implementagdo e imposi¢cdo de diferentes condi¢des de contorno de forma adequada para
as fases que encontram-se desacopladas no sistema particionado, e neste caso, um desafio

interessante a ser sobrepujado.
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