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Calculo diferencial e Integral: um KIT de sobrevivéncia

visite o0 nosso site: www.dma.uem.br/kit

Mudanca de variaveis e calculo de integrais multiplas

Introducao

Mudamos as variaveis para visualizar melhor uma regido, para simplificar uma expressao e para
facilitar no processo de integracdo. Nesta woksheet vamos usar a mudanga de varidveis para facilitar
no calculo das integrais.

Pré requisitos para este assunto: derivadas parciais
Jacobiano
integrais multiplas

O objetivo da mudanca de variaveis € facilitar o calculo da integral quando o integrando ou quando a
regido de integracdo ndo sdo simples de se calcular diretamente.

Para uma variavel, o método é baseado na formula
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onde g: [c,d] --> [a,b] é inversivel com derivada continua.

Para duas variaveis.

Suponha que u e v séo definidas por
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onde ( FarzaVaIumgzg ) pertence aregido Qe ( *.» ) pertence aD.



Esta aplica(;éo define uma funcdo g que associa a cada ponto ( #-¥ ) do plano UV um ponto (

Furellhme == ) do plano XY:
Algumas condiges devemos impor sobre * = =, ¥
e sobre ¥ =¥(%.¥]  de modo que g seja continua e injetora em Q e g(Q)=D.

Teorema 1: Seja g dada por Timass :=§ = (®(%,v), ¥(%.v] )com x ey funcBes continuas com

derivadas parciais continuas num aberto zu- do 2 . Seja Q contido em U subconjunto fechado e
limitado tal que

1i) g é injetoraem Q

2i) o determinante da matriz Jacobiana de g nunca se anula em Q.

Se g é integravel em g(Q), entdo

ff f(@,y)dads = fff 2(,v), Yl ))‘

Lembramos que a matriz jacobianade & = # ©=s{ 21 ¢ dada por
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> matrix([[diff(x(u,v),u), diff(x(u,v),v)], [diff(y(u,v),u), diff(y(u,v),W]D;
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Usaremos a notagéo (u’ ‘i'.?) para denotar o determinante da matriz jacobiana da transformacao g.



A matriz jacobiana é também representada por Derjawbmmg i

Para trés variaveis.
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Seja U um subconjunto do Frebtt & g:U--> & dadapor

_— = A—H__,"..-Iz—l—_}?z

Suponha que u, v e s sejam definidas por
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onde ( ¥.¥ s)pertencearegido Qe ( £.¥ ,z) pertence a D.

Esta aplicacéo define uma funcdo g que associa a cada ponto ( #: ¥ s ) do espaco UVS um ponto (

X,¥ ,z)doespaco XYZ:

Algumas condicdes devemos impor sobre = = &I

242

j 7'3 dz dr dB
0

sobre e sobre jzj

0 0

de modo que g seja continua e injetoraem Q e g(Q)=D.
Teorema 2 : Seja g dada por &(%. v, &)= (x(x, v, 5}, ¥iu, v, &), 21, v. 5]} com %Y e # funcdes

continuas com derivadas parciais continuas num aberto U do 33 . Seja Q contido em U subconjunto
fechado e limitado tal que

1i) g é injetoraem Q

2i) o determinante da matriz Jacobiana de g nunca se anula em Q.

Se f é integravel em g(Q), entdo



sl ) oo 30 pocos(gd cos{a) —po sl ) sl
Jacobiarnos = sl ) sl a0 o ocos( g sl 9 ozl ) cosl D

cos g — > s o
Lembramos que a matriz jacobiana da transformacao g € dada por

> matrix([[diff(x(u,v,s),u), diff(x(u,v,s),v), diff(x(u,v,s),s)], [diff(y(u,v,s),u), diff(y(u,v,s),v), diff(y
(u,v,s),9)], [diff(z(u,v,s),u), diff(z(u,v,s),v), diff(z(u,v,s),5)1]);

oo =00

d(z,y,2)
9(u,v,s)

O modulo do determinante da matriz Jacobiana é represenado por

Exemplos

Para os exemplos vamos precisar do pacote linalg
> with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

)

1. Calcule | |® dx dy

sobre a regido D, onde D é a regifo limitada pela reta * +¥ =2 e pelos eixos coordenados. Veja a
figura.

Facamos 1 e ¥=¥+x | Assim, vamos tomar a aplicacdo g dada por . v -->

z=x2+4_y2 ,onde



z=12-25%-2)°

v+
2

vl v)=
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= =< — X

> g :=vector( [(v-u)/2, (v+u)/2]);

—_
= _ __:I-o-r
> J:=jacobian(g, [u,Vv]);
[ 1 1]
2 2
J=
1 1
L 2 2

> det(J);

Assim, usando a formula de mudanga de variaveis do Teorema 1, temos

> Int(Int(exp((y-x)/(y+x)),x),y)=(1/2)* Int(Int(exp(u/v),u=-v..v),v=0..2);
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e dx dy = 5 e e v
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> Int(Int(exp((y-x)/(y+x)),X),y)=(1/2)*int(int(exp(u/v),u=-v..v),v=0..2);
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e drdv=e—&
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2. Calcule leﬂ{x +y ) dx dy

2 2 22
sobre a regi&o D, onde D é a regi&o do primeiro quadranteentre = +¥ =1 ex +¥ =4  Veja

a figura.

¥
T
2
2
S — ;
1 W
Pi/2 .

Tomemos * =7 cos( 8]}
¥=rsinl Q)

T
onde © variaentre0Oe 5 ervariaentrele2.

Assim, existe uma aplicacdo g que associa a cada par (r, ® )doplanor ® umpar *. do plano
XY dado pelas equacdes acima.

> g :=vector( [r*cos(theta), r*sin(theta)] );
g =[rcos(8), »sin(8)]

> J:=jacobian(g, [r,theta]);



; {cos(ﬁ) —rsin(B)i'
" Len(8)  rcos(d)

> simplify(det(J));
¥
Agora vamos usar o teorema 1 para calcular a integral
> Int(Int(In(x2+y”2),x),y)=Int(Int(r*In(r~2),r=1..2),theta=0..Pi/2);

1
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Jj]n(xz +;_u'2]| dx dy:J J r]n(rz) dr do

o 1

> Int(Int(In(x2+y”2),x),y)=int(int(r*In(r™2),r=1..2),theta=0..Pi/2);

o2 3
Infx™ 4+ ).:fx.:iy=2:ﬂ:]n(2)—4:ﬂ:

2 2
3. Calcule JJI +y dxdy sobre aregido D, onde D é a regido do primeiro quadrante

compreendida entre as curvas

2 2 2 2 . . . Ln
x -y =1 ex -y =4 xy=1 ezy=4  Vejaafigurailustrando a regido D.

2 2
Tomemos ¥=x —¥ eV=<xy
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Num caso geral, se X ==x{#,v) | w=w(wv] eu=ulf,w) ev=vii,w)  entdo

X, 1
(22)-
TIRY £,V
&

> G:= vector( [x2-y"2, 2*x*y]);

G:=[x2—y2,2xy]
2x -2y
S =
2y 2x

4x2+4y2

> Jl:=jacobian(G, [x,y]);

> simplify(det(J1));

P

Assim, o determinate da matriz jacobiana I[u J é sempre ndo nulo. Podemos entdo usar o

teorema 1 para facilitar no calculo da integral.

> Int(Int(x*2+y”2,x),y)=Int(Int(((1/4)*(u™2-v*2)™N(1/2))*(1/(ur2-v~2)™(1/2)),v=2..8),u=1..4);



4 8

1
ij2+y2dx dy = 4—dv i,

12

> Int(Int(x"2+y”2,x),y)=int(int(((1/4)*(u™2-v2)™(1/2))*(1/(uN2-v~2)™N(1/2)),v=2..8),u=1..4);
9
JJ;E +y2 dx dy = 5

Determine o determinante da matriz Jacobiana da transformacdo mudanca de variaveis abaixo:

Exercicios

1i) coordenadas esféricas dadas por
x = pan(8) cos()

y=pan{8) sin(¢)

z=poos(B)

2i) coordenadas cilindricas
x=rcos(8)

y=r sint( )

z=z

3i) coordenadas dadas por

x=2u

Bibliografia
[1] Célculo diferencial e Integral vol2. Paulo Boulos e Zara Issa Abud. Makron Books (2000).
[2] Célculo, Leithold. vol2

[3] Vector Calculus, Tromba & Marsden. Addison-W. (1991).



