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Exemplo de integral de fluxo

Problema:
Calcular o fluxo total do campo gravitacional normalizado através de um cilindro de raio a
e altura 2H, centrado na origem alinhado com o eixo y .

Defina o campo de vetores

>
> Gi=[-X/(X"2+y"2+272)N(3/2),-y/(xN2+y"N2+27°2)\(312),-z/ (x N2 +y "2+ 2)(3/2)];
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{x2+y2+22} {x2+y2+22} {x2+y2+22}

Vamos desenha-lo.

> with(plots):
fieldplot3d(G,x=-3..3,y=-3..3,2=-3..3,grid=[4,4,4],
axes=normal,thickness=3);



>

Parametrizacao dos discos extremos

Primeiro parametrizamos o disco a direita. Usamos coordenadas polares.

> x1st:=s*cos(t);
ylst:=H,;
z1st:=s*sin(t);
R1:=[x1st,ylst,z1st];
srangel:=s=0..a;
trangel:=t=0..2*Pi;

xlsf =g cos(s)
vist =H
zigt =g sl
Hi=[scos(é), H san(s))]
srangel =s=0 . a
frangel =f=0_2T

> rightend:=plot3d(subs(a=2,H=3,[x1st,y1st,z1st]),
subs(a=2,H=3,srangel),trangel,grid=[4,12],

style=patch,axes=normal,view=[-4..4,-4..4,-4..4]):
rightend;



O disco da esquerda é similar, simplesmente substitua H por -H.
Note a orientacdo oposta sobre este disco.

> x2st:=s*cos(t);
y2st:=-H;
z2st:=s*sin(t);
R2:=[x2st,y2st,z2st];
srange2:=s=0..a;
trange2:=t=0..2*Pi;

xdsf =g oos(f)

vist =—H
zdst =g sl
2 =[scos(é), —H, sanii)]
srange? =s=0 . a
frangel =i=0_2T

> leftend:=plot3d(subs(a=2,H=3,[x2st,y2st,z2st]),
subs(a=2,H=3,srange2),trange2,grid=[4,12],
style=patch,axes=normal,view=[-4..4,-4..4,-4..4]):

> display([rightend,leftend]);



Parametrize o cilindro

> XOst:=a*cos(t);
yOst:=s;
z0st:=a*sin(t);
R0O:=[x0st,y0st,z0st];
srange0:=s=-H..H;
trange0:=t=0..2*Pi;

xlsf =a cos(i)

vilst =g
20zt = ¢ ains)
Rl =[acos(i), s asnls)]

srangeld =s=-H H

frangel =i=0_ 2T
> wall:=plot3d(subs(a=2,H=3,[x0st,y0st,z0st]),
subs(a=2,H=3,srange0),trange0,grid=[12,12],color=red,thickness=1,
style=wireframe,axes=normal,view=[-4..4,-4..4,-4..4]):

> display([rightend,leftend,wall],tickmarks=[3,3,3]);



Fluxo atraves do extremo direito
Primeiro lembramos a parametrizacao do lado direito:
> R1,;

[5cos(t), H, s sin(f) ]
Calcule as velocidades com respeito as e t:

> R1s:=diff(R1,s);
R1t:=diff(R1,t);

Rl =[cos(£), 0, stn(f)]
it =[—gamnl(f), 0, gcos(s)]
Calcule as "areas infinitesimais vetoriais":
> with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> dAl:=crossprod(R1s,R1t);

dAi =0, —sin(.f]z 8- n::os(.f]l2 g 0]



Ajuste o sinal de dA para corresponder a orientagédo do extremo como parte do cilindro.

> dAl:=map(simplify,dAl);
dAl:=scalarmul(dAl,-1);

ddl =[0,-5 0]
ddl =[0,5 0]
Avalie o campo vetorial sobre a superficie parametrizada: ("pullback™” de G para o plano s-t)
> Glst:=subs(x=x1st,y=y1st,z=z1st,G);

seos(f) 7
Flet =| - .~ .
372 372
(32 cos(.ﬁ}z +H2 +.5'2 sin{ﬁ}zj (32 cos(i}z +H2 +32 sin{f,]lzj
s sl

372
{52 cos(ﬁ}2 +H2 +32 sin(f,}z}

> Glst:=simplify(G1lst);

goos(f) A gl

32 372 3/2
(H° 452 (H +52) (H 52

Gist =] —

Calcule o produto interno no integrando e integre.
> flux_right_end:=Int(Int(dotprod(G1st,dAl),srangel),trangel);
2T

Hs
imhi end = - cde off
Flux right en 372 o

(H% + 5%

o 0

> fluxl:=simplify(int(int(dotprod(G1st,dAl),srangel),trangel));

T (csgn(H) H— nf H° +a° ) csgn( )

H2+c12

Fluxl =2

O fator csgn(H) é devido ao fato que o MAPLE néo sabe se H é postivo ou negativo

> flux1:=subs(csgn(H)=1,fluxl);



T(H = A H 4% )

H +a

Fluxl =2

Para aprender mais:
> ##?assume

> ##7csgn

Fluxo através do extremo esquerdo
Por razdes de simetria o fluxo deveria ser 0 mesmo para este extemo.
Lembramos a parametrizagdo do lado esquerdo:
> R2;

[5cos(t), —H, 5 sin£)]
Calcule as "velocidades” com respeitoase t:

> R2s:=diff(R2,);
R2t:=diff(R2,1);

e =[cos(£), 0, stn(f)]
ot =[—gamls), 0, gcos(é)]
Calcule as "areas infinitesimais vetoriais":
> with(linalg):

> dA2:=crossprod(R2s,R2t);

dA2 =0, —sin(.f]z 8- n::os(.f]l2 g 0]
> dA2:=map(simplify,dA2);
ddZ =[0,-s, 0]
Avalie o campo vetorial sobre a superficie parametrizada: ("pullback” de G para o plano s-t)

> G2st:=subs(x=x2st,y=y2st,z=z2st,G);



st =

scos(i) H 5 siniz)

32 352
{52 cos{ﬁ}2+H2+32 sin(f,'jlz} (52 cos(£}2+H2+32 sin(f,]lzj {52 cos{ﬁ}2+H2+325

> G2st:=simplify(G2st);

goos(f) H 5 sl
st =| — : -
372 3/2 372

(H2+52} (H2+52} (H2+52}

Calcule o produto interno no integrnado e integre.
> flux_left_end:=Int(Int(dotprod(G2st,dA2),srange2),trange2);

2T

Hs
laft_end = - ds dt
Flux laft en 572 s

(2 + 52

o 0

> flux2:=simplify(int(int(dotprod(G2st,dA2),srange2),trange2));

s TR = o H 42 ) csen( )
' f o 2
H +a

Como antes o Maple nao sabe se H eh positivo ou negativo.

T(H = A H 4% )
Jlux? =2
oy H2 +c12

> flux2:=subs(csgn(H)=1,flux2);

>

Fluxo atraveés do tubo

Primeiro lembramos a parametrizacao:



> RO:;
[ cos(é), s astn(f)]
Calcule as "velocidades” com respeito a s e t:

> RO0s:=diff(RO,s);
ROt:=diff(RO,t);

R0Os=1[0,1,0]
Rt =[—asn(s), 0, acos(f)]
Calcule as "areas infinitesimais vetoriais":
> with(linalg):
> dAO:=crossprod(R0s,R0t);
A0 = cos(s), 0, & sinfz) ]
Neste caso o sinal indica orientacédo "radialmente exterior " do tubo:
> dAO:=map(simplify,dA0);
A0 = cos(s), 0, & sinfz) ]
Avalie o campo vetorial sobre a superficie parametrizada: ("pullback” de G parap plano s-t)
> GOst:=subs(x=x0st,y=y0st,z=z0st,G);

& cos(E) g
st =| — .~ .
372 372
(cxz cos(ﬁ}z +32 +c;t2 sin{f,]lzjl (cxz cos(ﬁ}z +.92 +a2 sin{f,]lzj
sl g

372
{az cos(£}2 +52 +c:t2 sin(f,}z}

> GOst:=simplify(GOst);

& cos(E) s a sinfE)

Tilst =] —

32 372 3/2
(32+c12]| (32+a2} (52+a2}

Calcule o produto interno no integrando e integre.

> flux_wall:=Int(Int(simplify(dotprod(GO0st,dAQ)),srange0),trange0);



2T A

@
i= - ds dt
Fhux wa 372 =

(32 + cxz}
0 -H
> fluxO:=int(int(simplify(dotprod(GO0st,dA0)),srange0),trange0);

nH
Jlux() =—4 —F/——
] Hz +ac2

Fluxo total

> flux:=flux1+flux2+flux0;

T (H— A B 4% ,_TH

H2+c:n:2 H2+c12

Flux =4

> flux:=simplify(flux);
FJluxr =41
Calcule o divergente do campo vetorial

O divergente é dado por :

> divG:=diff(G[1]x)+diff(G[2],y)+diff(G[3],2);

2 z 2
3 x & z
divd =— +3 3 o
3/2 afz 252 2/
(x% 4y +27) (x5 4y” +2%) (" 4y +2%) (<% 4y% 2%
> divG:=simplify(divG);
dgiviy =10

Note que div(G) ndo esta definido na origem e assim o teorema da divergencia nao se aplica
imediatamente para o fluxo no problema.

> with(linalg):

> diverge(G,[x,y.z]);



2 2 2

3 x ¥ z

- + 3 +3 +3
372 572 572 572

{x2+y2+22} {x2+y2+22} (x2+y2+22} (x2+y2+22}

> curl(G,[x,y,z]);

[0,0,0]

Usando o teorema da divergéncia

O divergente div(G) e o campo G ndo estdo definidos na origem.
Mas em todo o lugar a divergéncia € zero.

Consequentemente a integral (triple) do divergente de G sobre qualquer regido do espaco que nao
inclui a origem é zero.

Portanto o fluxo total através da superficie inteira (orientada positivamente) que limita qualquer
regido no espaco que ndo contém a origem também € zero.

A estratégia € encontrar a regido no espago que é limitada pela superficie para a qual queremos
calcular o fluxo, mais

alguma outra superficie para a qual o luxo é trivial para calcular.
A regido no espaco esté na regiao entre a esfera e o cilindro (ambos superficies e ndo objetos solidos)
> unitsphere:=plot3d([cos(t)*sin(s),sin(t)*sin(s),cos(s)],t=0..2*Pi,s=0..Pi,

style=patch,color=blue,grid=[12,6]):
display([unitsphere,rightend,leftend,wall],tickmarks=[3,3,3]);



O fluxo sobre a esferaeh igual a =4 T : 0 campo vetorial G tem magnitude constante sobre a esfera

e é sempre perpendicular a superficie. Assim o fluxo total é igual a area da esfera menos o sinal para
corrigir a direcdo de G (radialmente interior) vezes a magnetude (constante) de G sobre a esfera que é
igual a 1.

> X00st:=cos(t)*sin(s);

y00st:=sin(t)*sin(s);

z00st:=cos(s);

R00:=[x00st,y00st,z00st];

srange00:=s=0..Pi;

trange00:=t=0..2*Pi;
x00st = cos(f) sinls)
YOOzt = smn(f) sinds)

z00sf = cos(s)
R0 =[cos(£) stns), sinl2) sinls), cos(s) ]

srangell =g=0_T
trangell =¢=0_2m7

Calcule os vetores velocidades:

> RO00s:=diff(R00,s);
ROOt:=diff(ROO,t);



Fs =[cos(f) cos(g), sin(f) cos(s), —sinl s ]
ROOf = [—sin(#) sinds), cos(£) sl g), 0]
Calcule as "areas infinitesimais vetoriais":
> with(linalg):

> dA00:=crossprod(R00s,R00t);

dA00 = [sin(s]l2 cos( i), sin(s)z st £, cos(.ﬁ}2 cos(g) sinfs) + sin(.f]z cosis) sinls)]

> dA00:=map(simplify,dA00);

AAO) =[cos() — cos(s) cos(s}z, st ) — ani ) cos{s)z, cosis) sinls)]
Evalie o campo vetorial sobre a superficie parametrizada ("pullback” de G para o plano s-t)
> GO0O0st:=subs(x=x00st,y=y00st,z=z00st,G);

I cos() sinds) - st £ sl s)
(u:os(f,}2 sin{s}z + sin(f,}z sin(s}z + cos(s}z} (cos{£}2 sin{s}2 + sin{f,}z sin{s}2 +1

cosis)

2 2 2 2 2 e
{cos(#) ain{s) +sm(s) sinis) +cos(s) )

> GO0O0st:=simplify(G00st);
FO0st =[—cos(£) sinls), —sin(f) stns), —cos(s)]
Calcule o produto interno no integrndo e integre.

> flux_sphere:=Int(Int(simplify(dotprod(G00st,dA00)),srange00),trange00);

2T T
Flux sphers :=j j —siti &) o off
o 0

> fluxsphere:=int(int(simplify(dotprod(G00st,dA00)),srange00),trange00);

Fluxsphere =4 W



