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Coordenadas Elipticas

Os sistemas de coordenadas sao utlizados para localizar um ponto qualquer no plano, no caso de sistemas
bidimensionais, ou no espago, no caso de sistemas tridimensionais. Dentre todos os sistemas de coordenadas
que existem, analisaremos, neste trabalho, as coordenadas elipticas: o que sdo, sua definicdo e caracterizagoes.

As coordenadas elipticas compoem um sistema bidimensional de coordenadas curvilineas ortogonais, no qual
as linhas coordenadas sao elipses e hipérboles com os mesmos focos. Em geral, os focos, denominados F} e Fy,
estao fixos sobre o eixo Oz de um sistema cartesiano, nas posigoes * = —c e x = 4, respectivamente, com
¢ > 0. Os eixos coordenados sao os eixos de simetria das linhas coordenadas hiperbdlicas e elipticas.

Figura 1: Sistema de Coordenadas Elipticas
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Fonte: Stelmashuk, 2020.



As coordenadas elipticas cilindricas constituem um sistema de coordenadas tridimensional obtido ro-
tacionando o sistema dado anteriormente em torno do eixo dos focos e adicionando uma terceira coordenada.
Mas nao nos aprofudaremos nesse assunto.

Transformacao de Coordenadas Elipticas Para Cartesianas:

Para as coordenadas elipticas bidimensionais, denotemos por a o semi-eixo maior e por b o semi-eixo menor
da elipse. Seja 2c a distancia focal da elipse, onde ¢? = a? — b?.

As coordenadas elipticas sao caracterizadas por dois valores (u,v), onde: v >0e 0 < v < 27.

Seja P um ponto com coordenadas elipticas (u,v). Se (z,y) sdo suas coordenadas cartesianas, entao:

x = ccosh(u) cos(v) (1)
y = csinh(u) sin(v). (2)

As coordenadas elipticas estao relacionadas com as cartesianas pelas indentidades trigonométricas:
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Transformacao de Coordenadas Cartesianas para Elipticas

Seja P um ponto de coordenadas cartesianas (x,y). Queremos encontrar suas coordenadas elipticas (u,v).
Para obtermos essa transformacio, é necessario isolar ¢? em (4), assim temos:
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0 que significa que as curvas com valores de v constantes sao hipérboles. Neste caso, a distancia focal é 2c¢ e
temos ainda que a excentricidade é e = sec(v). Também, no caso de hipérboles, temos que o parametro ¢ é dado
por c? = a? + b2,

Tome p = sin®(v), dessa forma:
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que nos da:
PP+ @+ —A)p -y =0. (5)
De maneira semelhante, isolando ¢® em (3):
a? y? 2

s — 5 =cC".
cosh“u  sinh”wu

Neste caso, temos que as curvas com valores de u constantes sao elipses, a distancia focal é 2c e a excentri-
. ) -1
cidade é e = cosh™ " (u).
. . 12 .
Agora, considere ¢ = — sinh”(u), assim:

o que leva a



que é essencialmente o mesmo que (5). Logo (p, q) constituem duas raizes de uma equagao quadrética. Como
0<p<1,4<0,entao p > q e as duas raizes sao:
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com B =22 +y% — 2.

A partir da definicdo de p, obtemos
vo = arcsin (1/p). (8)

Dependendo de qual quadrante se encontra o ponto cartesiano (,y), podemos separar em quatro casos:

v = 1y, z>0,y>0
v =T — v, rz<0,y>0
v =T+ vy, z<0,y<0 (9)
v =21 — v, x>0,y <O0.

Agora, com base na definicdo de ¢, podemos determinar u da equagao quadratica

e* + (4 — 2)e* +1 =0,

a qual tem duas raizes

et =1-2¢+2/¢ —q.

Como ¢ < 0, ambas as raizes sdo reais e denotadas por (uy,us), que satisfazem e2%1.e?“2 = 1, que nos leva a
us = —uj < 0. Uma vez que nas coordenadas elipticas apenas os valores nao negativos de u sao considerados,
obtemos:

u= %ln(1—2q+2\/q2—q) (10)

Portanto, as equagdes (7-10) s@o as que permitem transformar coordenadas cartesianas em coordenadas
elipticas.

Aplicagoes

Uma das aplicagoes mais comuns de coordenadas elipticas é a resolugao de equacoes diferenciais parciais,
como, por exemplo, a equacao de Laplace ou a equagao de Helmholtz, para as quais as coordenadas elipticas
admitem a separacdo de varidveis. Outros exemplos sdo na resolugdo de sistemas como elétrons orbitando ao
redor de uma molécula ou a primeira lei do movimento planetario de Kleper, que diz que o caminho de cada
planeta ao redor do Sol é uma elipse, ou seja, diferentes férmulas das elipses podem ser usadas para realizar
calculos sobre a trajetéria de planetas ou satélites. Além disso, as formas elipticas podem ser utilizadas na
arquitetura para projetar edificios e salas, na carpintaria para aprimorar o design de mesas, estantes e pegas de
plateleiras, entre outras coisas.
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