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1. Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da func¢ao Inversa é um importante resultado que trata
da possibilidade de inverter uma funcao, mesmo que localmente.
O teorema também fala das propriedades de diferenciabilidade da
inversa. O Teorema da Funcao Inversa diz basicamente que se
f'(xg) ¢ invertivel, entao f ¢ invertivel numa vizinhanca de z.
Este critério usa o determinante da matriz Jacobiana da funcao,

como veremos mais adiante.

Antes de enunciarmos este importante teorema vamos precisar

de alguns conceitos.
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Definigao 1 Seja U C R™ um aberto. Dizemos que f : U C

, . . . 1
R™ — R"™ ¢ de classe C' em U se as derivadas parciais ——,
ij

1=1,2,....nej3=1,2,....,m existem e sao continuas em U.

Definicao 2 Sejam U e V abertos do R" e f : U — V uma
bijecio. Dizemos que f é um difeomorfismo se f e f~' sio dife-
rencidveis. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C! se f

e f~1 sao de classe C*.

Dois fatos 6bvios:

e A composta de difeormorfismos é um difeomorfismo.

e A inversa de um difeomorfismo é um difeomorfismo.

Notemos que se f : U — V é um difeomorfismo, entao f'(x) :

R" — R", é um isomorfismo, para todo x € U e

De fato, Idy(z) = f~1 o f(z) segue que

h= () (f(@))-f'(z)h,

isto é,

Definicao 3 Seja U C R" um aberto e f : U — R" uma aplica-
cao. Dizemos que f € um difeomorfismo local se para cada x € U,
existe um aberto Vy, 3 x e um aberto Wy, tal que f: Ve — Wiy
seja um difeomorfismo. Um difeomorfismo local € de classe C*

quando [ : V, — Wy, for de classe c! para cada v € U.
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Para a demonstracao do Teorema da funcao inversa vamos pre-
cisar do seguinte teorema sobre ponto fixo. E o teorema do pon-
to fixo de Banach ou o principio da contragao. Sejam (M, d) e
(N, dy) dois espagos métricos. Uma aplicagao f: M — N ¢ dita

uma contracao se existe 0 < k < 1 tal que

di(f(x), f(y)) < kd(z,y), Vo,y € M.

E facil ver que toda contracao é uniformemente continua.

Teorema 4 Sejam (M, d) um espago métrico completo e f : M —
M uma contracao. Entao, f possuit um inico ponto fizo em M.

Além disso, dado xo € M a sequéncia definida por
r1 = f(xo), Tpi1= f(z,), n=1,2,...
¢ uma sequéncia convergente e lim,, .. x, = a ¢ ponto fixo de f.

Demonstragao: se a sequéncia (x,) definida acima converge

para a € M, entao como f é continua temos

f(a) = f(limz,) = lim f(z,) = limz,;; = a.
Provando que a é ponto fixo de f.

Se f tem dois pontos fixos a e b, entao temos

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b),
0 que ¢ absurdo a menos que a = b. Logo, a = b.

Resta provar que a sequéncia (z,) converge. Notemos que

d(x1,x2) < kd(xg, 1) e que em geral (41, x,) < k"d(x1,20),Vn €
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N. Segue que para n,p € N temos

d(fcn: anrp) < d<37na anrl) +oeee d(xnntpfla anrp)
< [k"+ El 4 k"ﬂjfl]d(xo, x1)
L
< md(x()) fl)-

Como lim k" = 0 segue que a sequéncia é de Cauchy e portanto

convergente, o que completa a prova do teorema. O
e Exemplo 5

Seja f : [a,b] — [a,b] uma aplicacao continua com derivada tal

que sup,eiey | f/(2)] < 1. Entao, f ¢ uma contragao.

Este resultado decorre da seguinte desiguadade

Iﬂw—fWHSW—wlﬁ%Vﬁﬂékw—ﬁk

Vamos precisar também dos seguinte fatos:

Fato 1: Desigualdade do valor médio: Seja U aberto conexo
do R" e f: U — R" diferenciavel tal que ||f'(x)|| < M,Vx € M,
entao

1£(b) — f(a)|| < M||b—al, Va,be U.

Fato 2: Continuidade da Aplicacao matriz Inversa: Se A
¢ invertivel e B € L(R";R") tal que |B — AJ|||[A7!|| < 1, entdo

B é invertivel. A aplicacio A — A~! é continua para todo A.

Teorema 6 (Funcao Inversa) Seja W C R™ um aberto, f :
W — R"™ uma aplicagio de classe C1 e a € W. Se f'(a) € bijetora
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e b= f(a), entao
a) existem abertos U > a eV 3 b do R" tal que f : U — V ¢

bijetora.

b) g:V — U éde classe C1, g = f~1.
Em outras palavras, f é um difeomorfismo local de classe C.
Demonstragao: Seja f'(a) = A e A tal que
2M[A7Y = 1. (1.1)

Como f’ é continua em a, existe uma bola aberta U de centro em

a tal que
1f/(z) — Al <\, Vz € U. (1.2)
Sejay € R" e
p(x) =x+ Ay — f(x), Yz e U. (1.3)
Note que
fx) =y < é(x) = .
Além disso,
Ja)=1— A" fla) = A" A~ [(a)].
Logo,
16/ )] = A 1A= F@)] < = A = =
2\ 2’
isto é,
1
6@ < = (1)
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Tomemos 1 e 2 na bola U e h(t) = ¢((1 —t)x +txy). Entao,
R(t) = ¢ (1 — )y + tag).(xe — 7).
Logo, por (1.4) temos

1
IO = 1l¢'((L = )21 + two) ||z — @]} < Sllwa — 21l

Agora usando a desigualdade do valor médio, concluimos que

1
l9(22) = ozl < 5llz2 — 2. (1.5)
Assim, ¢ é uma contracao sobre a bola U.

Como ¢(U) C U e ¢ : U — U é uma contracao, entao ¢ tem
um tnico ponto fixo v € U. Segue que y = f(x) para no maximo

um x € U. Assim, f: U — f(U) é bijetora. Seja g = f~1.

Agora mostraremos que V' = f(U) é aberto. Seja yo = f(x0) €
U. Seja B; a bola aberta de centro x e raio r > 0 tal que B; C U.

Tomemos y tal que
1y — yoll < Ar,

provaremos que y pertence a V. Assim, da definicao de ¢, veja
(1.3), temos

- _ r
[6(a0) = aoll = A7y = go)ll < |4 |Ar = 3.

Se z € By, segue de (1.5) que

(@) = ol < [[9(x) = 6(axu)] + }9(z0) — ol
< gllr—al +3
T r
< zt+ =T

2 2
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Segue que ¢(x) € By C By.

Assim, ¢ : B] — B; é uma contracao e como B é um espaco
métrico completo, temos que ¢ tem um tnico ponto fixo z € B.
Para este z, f(x) =y e assim y € f(By) C f(U) = V. Logo, V
¢ aberto, pois y é ponto interior de V. Isto prova a parte a) do

teorema.

Para a parte b) do teorema, que g ¢ de classe C1, tomemos
U=BeV =f(B). Sejay € Vey+k € V. Entao, existe
r € Bex+ h e B tal que

fx)=y e flx+h)=y+Ek.
Da definicao (1.3) de ¢, temos

o(x+h)—p(x)=h+A"[f(zx)— flx+h)]=h—A"k

Por (1.5) temos

1
Ih = A7 k[l < SR
2

Logo,
N 1
[2l = A7 K] < SR,
isto é,
_ 1
— A7 k]| < =5 lIR])
Ou seja,
_ 1
A7) > 5 lAl|
Logo,
h|| < 2||A7Y.|1& _ Ikl 1.6
2] < 2| ATL[B] = == (1.6)

A
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Agora vamos usar o seguinte que a se A é invertivel e B €
L(R™ R") tal que ||B — Al|[|[A7}|| < 1, entdo B ¢ invertivel. A

aplicacao A — A~! é continua para todo A.

Em (1.1) e (1.2) temos que
/ -1 1
1F (@) = AlAT < 5 <1,

e assim f’(x) tem uma inversa 7.

Como

9(y+k)—gy) =Tk =h—Tk = =T [f(x+h) = f(z) — ['(x)h]

De (1.6) temos que

1 1
< .
&Nl — AllR]l

lo(y + k) — glw) — TR _ ITI I1f(@ + h) — f(z) — F'@)hl]
7] SN 7] £7)

De (1.6) temos que quando k — 0, h — 0 também.

Logo, o lado direito de (1.7) vai para zero e portanto o lado
esquerdo de (1.7) vai para zero. Segue da defini¢cao de derivada

que

Jdy)=T=[f(z)]".

Temos que g é continua em V', pois g é diferenciavel.

Como ¢'(y) = T = [f'(g(y))]”" temos que ¢ é continua, pois

f', ge A A~ sdo continuas. O
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e Exemplo 7 A hipdtese f é C! nao pode ser retirada. Consi-

dere a sequinte funcao

2
0, sex =0.

f(x) = {E—I—ansin(%), se x # 0,

Temos que f € diferencidvel e sua derivada é dada por

1 1
/ 5 + 2z sin(—) — cos(—), se x # 0,
fiz) = 1 B Ox
5 56T =
Se f fosse wnvertivel numa vizinhanca de xo = 0, entao f

seria injetora nessa vizinhanc¢a. Como f'(0) = % > 0, f seria

crescente. Mas isto € impossivel, pois em todo vizinhanca de x,

f muda de sinal.

Corolario 8 Seja U C R"™ um aberto e f : U — R" aplicagcao
de classe C1. Se f'(x) : R" — R™ ¢ invertivel para todo x € U,

entdo f € um difeomorfismo de classe C*.

Observagao 9 Escrevendo y = f(x) em coordenadas

yi = filz1,29,...,2,), i1 =1,2,...,n

o sistema pode ser resolvido para x = x1,...,x, em termos de
Y1, Y2, - -, Yn S€ T €y estiverem restritos a abertos adequados a e

b. As solucoes sao unicas e continuamente diferencidvens.

e Exemplo 10
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a: Seja F(x,y) = (exp(x) cos(y), exp(x) sin(y)) de classe C. Te-

mos que

exp(z) cos(y) — exp(z)sin(y)

Fl(z,y) =
(#,9) exp(z)sin(y) exp(z)cos(y)

O determinante de F'(z,y) ¢ igual a exp(2z) # 0 para todo
(z,y) € R”.

Pelo Teorema da Fungao Inversa, dado (g, 39) existe um aberto
U 3> (xo,y0) € um aberto V' 3 F(xg, o) tal que F: U — V é um

difeomorfismo.
Note que F' nao ¢é bijetora, pois F'(0,0) = F(0,27).
b: Seja
U={(r,0);r>0e0<6<2n}
aberto do R?. Seja F(r,6) = (r cos(f),rsin(0)), com (r,0) € U.
Como F & de classe Ct e |F'(r,0)] # 0 segue que F é localmente

um difeo de classe C!.

0
c: Seja U C R? abertoe f: U — R tal que a—f(a,b) = 0. Entao,
Y
F : U — R? dada por (z,y) = (z, f(z,y)) é de classe C' e é um

difeo local em (a, b).

Basta calcular a derivada de F', temos que

1 0 of
) = —(a,b) #0.
(a,b) f ( )#

|F'(z,y)| = det of =
_J 0
Lan | "o

ox
Pelo Teorema da func¢ao inversa, existem abertos Uy e Uy tal que

F : Uy — U; é um difeomorfismo de classe C*.

d: F(z,y) = (exp(z) + exp(y), exp(z) + exp(—y)).
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e: Perto de quais pontos (x,y) podemos resolver x e y em fungao

de u e v, onde

cos(z) + sin(y) = v(z,y)?
f: Sejam x, y e z dados em coordenadas esféricas,

x(p,,0) = psin(ep) cos(0)
y(p,#,0) = psin(¢)sin(0)
z(p, ¢,0) = pcos(¢),

perto de que quais pontos podemos resolver o sistema acima para

p,0 e ¢ em funcao de x,y e 27

2. Teorema da Funcao Implicita

E uma consequéncia do Teorema da Funcao Inversa.

Suponha que seja dado a relagao F(z,y) = 0. Entao, para
cada valor de x pode existir um ou mais valores de y que satisfaz
a equacao (ou pode nao existir). Se I = (xg — h,xo + h) é um
intervalo tal que para cada x € I existe extamente um y satisfa-
zendo a equagao, entao dizemos que F'(z,y) = 0 define y como

uma funcao de z implicitamente sobre 1.

Um teorema de funcao implicita é um teorema que determina
condigoes sob as quais uma relacdo como F(x,y) = 0 define y
como funcao de x ou x como funcao de y. A solucao é local no
sentido que o tamanho do intervalo I pode ser menor do que o

dominio da relagao F'.
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O Exemplo mais simples de um teorema de funcao implicita
afirma que se I ¢ diferenciavel e se P ¢ um ponto em que F, nao
se anula, entao é possivel expressar y como funcao de x em uma

regiao contendo este ponto.

Teorema 11 Seuponha que F, F, e I, sao continuas soobre um
subconjunto aberto A do R? contendo o ponto P = (xq,%0). Su-
ponha que
F(zo,90) =0, Fy(xo,y0) # 0.

Entao, existem nimeros h e k que determinam um retingulo R
contido em A tal que para cada v em I = {x;|x — xo| < h}
existe um inico nimeroy em J = {y; |y —yo| < k} que satisfaz a
equacao F(x,y) = 0. A totalidade dos pontos (x,y) formam uma

funcao f cujo dominio contém I e cujo imagem estda em J.

b) A funcao f e suas derivadas sao continuas em I.

Demonstracgao: Para x fixo no retangulo R considere a aplicagao

F(z,y)
by =y = Fy (20, Y0)

que leva um ponto y de J em R!. Vamos mostrar que para h e k
suficientemente pequenos a aplicacao leva J em J e tem um ponto
fixo. Isto é, existe um y tal que T,y = y ou em outras palavras,

existe um y tal que F(x,y) = 0.
Para fazer isto, primeiro reescrevemos a aplicacao T:
Ty = yo — c(x — m9) — P(z,y),

onde
F.(zo,v0)

C oy
Fy(-%'o,yo)
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blo,y) = = L (2.9) = Fula )@ = 20) = Fy e, 0) (s = )]

Fy(x()u Yo

Como F(xg,yp) = 0 vemos que
(20, Y0)- Ya(@o, yo) = 0, ¥y (20, 90) = 0.

Como 9, e 1, sao continuas podemos tomar k tao pequeno tal

que
1 1

para todo (z,y) no quadrado

S={(z,y);]|z — 0| <k e |y —yo| <k}

Agora espandimos 1 (x,y) em série de Taylor em S em torno

do ponto (xg, yo):

V(z,y) = (¢ m)(x — 20) + ¥y () (Y — Wo),

(¢n) €S
Portanto, para h < k temos a estimativa no retangulo R
h k
< — 4 -
Yzl <3 +35

A seguir vamos mostrar que se reduzirmos h e k suficientemente

a aplicacao T, aplica o intervalo J em J. Temos

h k 1 h
Ty —yo| < |c(z—x0)|+|Y(2,y)| < C|h\+§+§ = (§+C)W+§-

Escolhendo A suficientemente pequeno, entao T,y aplica J em
J para cada x em I. A aplicacao T, é uma contracao, de fato,

pelo Teorema do valor médio

1
oy = Toye| = (@, y1) = ¥(@, 42)] < Slyr — w2
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Aplicando o teorema da contracao e para cada x € I fixo, existe
um dnico y em J tal que F(z,y) = 0. Isto é, y é uma fungao de

x para (z,y) € R. O

Teorema 12 (Teorema da Fungao Implicita- caso especial)
Seja F: R" — R funcio de classe C*. Um ponto do R serd
denotado por (x,z), onde v € R" e z € R. Suponha que

oF

F(x,20) =0 e 5(330,%) # 0.

Entao, existe uma bola aberta B C R"™ contendo xy e uma vizi-
nhanga V de zy tal que z = g(x), para uma tunica fun¢ao g de

classe C* em B e que satisfaz F(x, g(x)) = 0. Além disso,

oF
gg :—g}ff;, i=1,2,....n.
€T; v

0z

e Exemplo 13

a) Perto de quais pontos a superficie 2% + 2y* + 8x2% — 323y = 1
pode ser representada como grafico de uma funcao diferenciavel
z=k(z,y)?

Defina F(xz,y, z) = 2° + 2y* + 8x2% — 323y — 1. Vamos deter-
OF (0, Yo, 20)

minar pontos (xg, Yo, 20) tais que 5 = 0. Como
2
oF
% (20, Y0, 20) = 20(1620 — 9Yo20) = 0,

se zop = 0 ou 16xy — 9ypzp = 0, segue que fora destes pontos
z = k(x,y) é diferenciavel e

0z F, 322 4 822

or F, _16xz—9yz
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0z F, 6y — 32°

oy F. 16xz—9yz’

Teorema 14 (Fungao Implicita) Sejo F : R¥ x R™ — R™
uma funcao de classe C1. Suponha que F(zo,y0) =0 ¢

det [g—g(xo,yo)] # 0.

Entao, existe um aberto W C R¥ ¢ ¢ : W — R* funcio de

classe C" tais que

0) 30 € W e ¢(x0) = yo.

b) Fxz,p(z)) =0,Ve € W.

Demonstracao: Seja g : R¥ x R™ — RF x R™ definida por

g(z,y) = (z, f(z,y))

Entao g ¢ de classe C' e a matriz jacobiana tem determinante em

(x0, Yo) nao nulo,

g(0) = | i} OF 0
3z (o, Yo) a—y(xoayo)

Y

oF
det g'(z0, yo) = det 8—y($0, Yo) # 0.

Segue do Teorema da Funcao Inversa que existe U C R x
R™ vizinhanga aberta de (zg,yo) tal que V' = g(U) é aberto e
g : U — V & difeomorfismo de classe C'. Se denotarmos por

(7,79) = g(z,y) para (z,y) € U, entdo

(z,y) =g '(Z.7)
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Como T = z temos que § = F(x,y) se, e somente se, y =

g 1(z,7). Em particular,
F(z,y) =0&y =g '(z,0)

e concluimos a prova denotando ¢(x) = g~ !(x,0) para todo z €
W =UnNRF
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